REZUMAT CURS 2

SERII DE NUMERE REALE

1. SERII NUMERICE CONVERGENTE SI DIVERGENTE
Fie {u,} un sir de numere reale. Asociem acestui sir urmatorul sir:
S1=uw

82:U1+U2

Definitie 1.1. Perechea ({u,},{s.}) se numeste serie definita de sirul
{u,} si se noteaza cu

(1) Zunsauu1+u2—|—...un—|—...

n=1

Elementele sirului {u,} se numesc termenii seriei, iar sirul {s,} se
numeste sirul sumelor partiale.
Seria (1) se numeste convergenta daca sirul sumelor partiale {s,}

este convergent, iar limita s = lim s, se numeste suma seriei si se
n—oo

obisnuieste sa se scrie:

(2) s = Zun

Daca sirul sumelor partiale {s, } este divergent (nu are limita sau are
limita infinita) spunem ca seria (2) este divergenta.

Exemple 1.2. 1. Seria geometrica
at+aq+ag*+---4ag"+---= > aq"
n=0
Suma partiala s, = a+aq+aq®+---+aq"! = a% pentru q # 1.

Daca |q| < 1, atunci lim ¢" = 0 si deci exista lim s,, = ——. Prin
n—00 n—00 1—g¢q
urmare, daca |q| < 1 seria geometrica este convergenta si suma sa este

_a
5= 1.
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Daca g =1, atunci s,, =n-a si lim s, = too.
n—oo

_ a daca n este impar o
Daca q = —1, atunci s, = deci sirul s, nu
0 daca n este par,
are limita in acest caz.

Daca g > 1, atunci lim ¢" = +o00 si deci lim s,, = F00.
n—oo n—oo

Daca q < —1, atunci sirul {q"} nu are limita si deci sirul {s,} nu
are limita.
In concluzie, pentru |q| > 1 seria geometrica este divergenta.

Studiati natura seriilor

1 1 1 = [1\"
14+ -4+ 424 ... = Z
+otytg T ;(2) ,
1_,_21/2_'_2_,_23/24_...:2(\/5)”7
n=0
I—14+1—-1+1—--=) (=)™
n=0

2. Seria armonica -
1+3+3+-+-+---= > =+ este divergenta. In acest caz avem
n=1
1 1 1
Sn:1+—+_+"'+_:a”+lnn’
2 3 n

unde a, = 1+ % + % + -+ % —Inn silim, o a, = c(constanta lui
Euler). Astfel obtinem lim s, = lim (a, + Inn) = occ.
n—oo n—o0
3. Seria armonica generalizata
1

o0
Consideram seria ) —, a > 0, numita seria armonica generalizata.

n=1
Aceasta serie este convergenta daca si numai daca o > 1.

o
Propozitia 1.3. Daca seria > u, este convergenta, atunci lim u, =
n=1 n—o0

0.

Afirmatia reciproca nu este in general adevarata. Exista serii diver-
gente cu proprietatea lim wu, = 0 (de exemplu seria armonica).
n—oo

Din Propozitia 1.3 rezulta urmatoarea observatie utila in aplicatii:

o

Observatia 1.4. Daca lim u, # 0, atunci seria . u, este divergenta.
n—00 n—1
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% In(2 + ¢
Exemplu 1.5. Seria ) n2+e™)

———— 2 este divergenta.
a1 In(3 + e?7) J

Studiati natura seriilor: ) 5= si > (—1)"nsin(1/n).
n=1

n=1

Teorema 1.6 (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy). Con-

ditia necesara si suficienta ca seria Y u, Sa fie convergenta este ca

n=1
pentru ¥ e > 0 sa existe ne € N*, astfel incat pentru ¥ n > n. si V
p € N* sa avem |upi1 + Upsa + -+ -+ Upyp| < €.

Observatia 1.7. Natura unei serii nu se schimba, daca schimbam va-
lorile unui numar finit de termeni ai sai (in particular, daca @i supri-
mam,).

Intr-adevar, daca {s,} este sirul sumelor partiale al seriei initiale,
atunci sirul sumelor partiale ale noii serii, este de forma {s, + ¢} (in-
cepand de la un anumit rang), unde ¢ este un numar constant.

2. SERII CU TERMENI POZITIVI

Seriile cu termeni pozitivi sunt acele serii in care toti termenii sunt
strict pozitivi, adica u,, > 0, pentru orice n > 1.

Teorema 2.1. Conditia necesara si suficienta ca o serie de termens
pozitivi sa fie convergenta este ca sirul sumelor partiale sa fie marginit.

Teorema 2.2. (Criteriul I de comparatie) Fie Y u, si > v, doua

n=1 n=1
serii cu termeni pozitivi. Presupunem ca exista k € N* astfel incat

Up < v,,  pentru orice n > k.

oo o
(i) Daca seria Y v, converge rezulta ca si Y u, converge.
n=1 n=1

oo (o0}
(ii) Daca seria >, u, diverge rezulta ca si Y, v, diverge.
n=1 n=1
Observatia 2.3. In enuntul teoremei anterioare, inegalitatea u, < v,
poate fi inlocuita cu inegalitatea u, < cv,, pentru orice n > k, unde c
[e.e] [e.e]
este o constanta strict pozitiva deoarece natura seriilor »_ v, si Y cvy,

. n=1 n=1
este aceeast.

Exemplu 2.4. Studiati natura seriei ) ﬁ
n=1

o0

o0 o0
g - 1 3n+1 1
Studiati natura seriilor: 1 T it si ) . R
n— n=
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Teorema 2.5 (Criteriul radacinii al lui Cauchy). Fie > u, o serie cu
n=1

termeni pozitivi cu proprietatea ca 3 lim Yu,, = [.
n—o0

Daca | < 1 atunci seria este convergenta, iar daca | > 1 seria este
divergenta.

Observatia 2.6. Daca | = 1 nu se poate stabili natura seriei folosind
acest criteriu.

o0 7L2 o0
Exemplu 2.7. Studiati natura seriilor Y (1+1)", > m

n=1
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SERITI DE NUMERE REALE (CONTINUARE)

1. SERII CU TERMENI POZITIVI (CONTINUARE)

Teorema 1.1. (Criteriul raportului al lui D’Alembert)

o0
Fie > u, o serie cu termeni pozitivi avand proprietatea ca exista
n=1
. Un+1 . . .
lim = 1. Daca |l <1 seria este convergenta, iar daca |l > 1 seria

n—0o Uy
este divergenta.

Observatia 1.2. Daca | = 1 nu se poate stabili natura seriei folosind
acest criteriu.

[o¢] o0
Exemplu 1.3. Sa se studieze natura seriilor ) =y, > 5.
n=0 n=1

Teorema 1.4. (Criteriul Raabe-Duhamel)

Fie > wu, o serie cu termeni pozitivi avand proprietatea ca exista

n=1
, U
lim n 1) =1
n—oo un+1
o0
Daca | > 1 atunci seria ) u, este convergenta, iar daca l < 1 seria
n=1

> u, este divergenta.

n=1

Observatia 1.5. Daca | = 1 nu se poate stabili natura seriei folosind
acest criteriu.

Exemplu 1.6. Sa se afle natura seriet

i1.3.5.....(2n_1) 1

246 (2n)  2n4+1

n=1

2. CRITERII DE CONVERGENTA PENTRU SERII CU TERMENI
OARECARE

Vom considera acum serii de numere reale, in care termenii pot avea

orice semn. Cazul interesant este acela al seriilor care au o infinitate de
1
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termeni pozitivi si o infinitate de termeni negativi. Urmatorul criteriu
ne da o conditie suficienta pentru convergenta unei serii cu termeni
oarecare.

Teorema 2.1. (Criteriul Abel-Dirichlet) Fie {a,} un sir descrescator

de numere pozitive convergent la 0 si fie seria Y v, cu proprietatea
n=1

[e.e]

ca sirul sumelor sale partiale {s,} este marginit. Atunci seria . apvy,
n=1

este convergenta.

Exemplu 2.2. Sa se afle natura seriei
o . 2
Z sinm cosn
- .
n=1

Urmatorul criteriu de convergenta se refera la seriile alternate. Prin
serie alternata se intelege o serie in care termenii sunt alternativi strict
pozitivi sau strict negativi. O astfel de serie alternata este de forma

oo

Z(—l)"‘lun =u; —us+uz— ...,
n=1
unde u, > 0, n € N*.

Teorema 2.3. (Criteriul lui Leibniz) Orice serie alternata > (—1)" tu,
n=1

cu proprietatea ca sirul {u,} este descrescator si convergent la 0 este
convergenta.
Exemplu 2.4. Seria armonica alternata

11 1 1

l— - — -4 (=)
2 3 4 (=1) n

este convergenta deoarece in acest caz u, = % N 0.

3. SERII ABSOLUT CONVERGENTE

o)
Definitie 3.1. O serie cu termeni oarecare »_ u, se numeste absolut
n=1

oo
convergenta daca seria Y |u,| este convergenta.
n=1

Teorema 3.2. Orice serie absolut convergenta este convergenta.

Observatia 3.3. Reciproca nu este in general adevarata.
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[e.e]

Exemplu 3.4. Seria armonica alternata Y- (—1)""'L este convergenta
n=1
dar nu este absolut convergenta deoarece

o0 [e.e]

1
2wl =2
n=1 n=1

este serta armonica care este divergenta.

Definitie 3.5. O serie convergenta care nu este absolut convergenta se
numeste semiconvergenta (sau conditionat convergenta). Astfel seria
armonica alternata este semiconvergenta.

Reamintim o proprietate importanta a sumei finite de numere reale
si anume proprietatea de comutativitate(suma nu se modifica daca
schimbam ordinea termenilor). In mod natural ne punem problema
daca aceasta proprietate se pastreaza si in cazul seriilor convergente.
Raspunsul este in general negativ.

Exemplu 3.6. Consideram seria armonica alternata

1 1 1 1 1 > 1
1 1242 Z4... - 4= —1)y» iz
(1) 2+3 4+ +2n—1 2n+ ;( ) n
Suma acestei serii este lim s, = In 2.
n—oo

Pe de alta parte, daca consideram seria

1 1 1 n 1 1 1 . L 1 1 1 n
2 4 3 6 8 2n—1 4n—2 4n

m care am schimbat ordinea termenilor seriei anterioare. Notand cu
{o,} sirul sumelor partiale obtinem

- 1 1 1
03":Z(Qk—1_4k—2_ﬂ)

1
k—2 4k

o
—_

n

I
-
Il
N
N\
W

3

N = DN =
bl
Il
—_

»
N
3

Analog se obtin relatiile
1 1

O3n—1 = 532n + n
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St
1

O3n—2 = O3p—1 + 2

. . . 1 .
Deoarece lim s, = In2 rezulta ca exista lim o, = =In2. In concluzie
n—o0 n—o0 2

seria (2) obtinuta din seria (1) prin schimbarea ordinii termenilor este
de asemenea convergenta si are suma 1 1In2.

Schimband ordinea termenilor intr-o serie semiconvergenta suma sa
se schimba.

Teorema 3.7. (Riemann) Intr-o serie semiconvergenta se poate schimba
ordinea termenilor astfel incat noua serie sa aiba suma egala cu un nu-
mar dat dinainte sau astfel incat seria sa devina divergenta.

Observatia 3.8. Intr-o serie semiconvergenta nu este permisa schim-
barea ordinii termenilor.

Definitie 3.9. O serie convergenta care are proprietatea ca suma sa
nu se schimba daca se schimba ordinea termenilor se numeste necon-
ditionat convergenta.

Teorema 3.10. (Cauchy) Orice serie absolut convergenta este necon-
ditionat convergenta.

4. OPERATII CU SERII CONVERGENTE

o0 o0
Teorema 4.1. Daca seriile > u, si >, v, sunt convergente si au
n=1 n=1

sumele U respectiv V' atunci Vo, 5 € R seria Y (au, + Bv,) este con-
n=1
vergenta si are suma egala cu oU + BV

oo o0

Teorema 4.2. Daca seriile Y u, si » v, sunt absolut convergente si
n=1 n=1

au sumele U respectiv V' atunci orice serie produs este absolut conver-

genta si are suma UV,
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SIRURI SI SERII DE FUNCTII

1. SIRURI DE FUNCTII

Fie E C R si {f,} un sir de functii definite pe £ cu valori in R. Fie
de asemenea f : F — R.

Definitie 1.1. Spunem ca sirul de functii {f,} converge simplu(sau
punctual) pe multimea E la functia f, daca Vr € E sirul de numere

{fn(x)} converge la f(x). Folosim notatia f, - f.
E

Cand se schimba x se schimba si { f,(x)} astfel f, 5 f dacaVr € E
siYe > 0 exista un rang n(x,c) € N* astfel incat )
|fu(z) — f(2)] <&, Vn>n(ze).
Exemplu 1.2. Fie f,(z) = 2", z € [0,1]. Daca notam cu

f() {O, pentru x € (0, 1]

1, pentrux =1,
atunci f, — f.
[0,1]

Definitie 1.3. Spunem ca sirul de functii {f,} converge uniform
pe multimea E la functia f, daca Ve > 0, dn. € N* astfel incat

|fu(z) — f(z)] <e, Vn>mn.siVeeFE.
In acest caz folosim notatia f, — f.
E

Interpretarea geometrica a convergentei uniforme este: pentru Ve >
0, 3 un rang n. € N* astfel incat Vn > n. graficul functiei f, este
cuprins intre graficele functiilor f —e si f + €.

Observatia 1.4. In definitia convergenter uniforme este important

faptul ca rangul n. depinde numai de € st nu depinde si de x.
1
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Daca presupunem ca functiile f,, n € N* si f sunt marginite pe
multimea E atunci

(7
fn —> f daca si numai daca lim p, = 0,
E n—oo

unde p, = sup | ful2) = f(2)].

Observatia 1.5. Un sir de functii care este uniform convergent pe
o multime E este si simplu convergent pe orice submultime A C FE.
Afirmatia reciproca nu este adevarata.

Exemplu 1.6. Consideram sirul de functii f,(x) = 2", x € [0,1] s

functia
)0, dacaxc]0,1)
J(w) = {1, daca x = 1.

S
Observam ca f, — f, tar
[0,1]

pn= sup |fo(z) = f(z)[=1, n=1
z€[0,1]

Astfel p, — 1 # 0 si tinand cont de observatia 1.4 obtinem ca {f,} nu
converge uniform la fpe multimea [0, 1].

Teorema 1.7. Conditia necesara si suficienta ca un sir de functii { f,,}
sa convearga uniform pe multimea E la functia f este ca pentru Ve > 0
sa existe n. € N* astfel incat

| futp(z) = f2)| <,

pentru orice x € B, ¥Yn > n. si Vp € N*.

O conditie suficienta ca un sir de functii sa convearga uniform este
data de urmatoarea propozitie.

Propozitia 1.8. Daca exista un sir de numere pozitive {a,} cu pro-

prietatea ca lim a, = 0 si un rang ng € N* astfel incat
n—oo

’fn(x) - f(x)| < Ap, Vn > nyg siVx € E,

u
atunci f, — f.
E

Exemplu 1.9. Fie f,(z) = 2022 3 ¢ R si f(z) =2, x € R. Cum
pentru orice v € R avem

_ |sinnz| 1
) - fo) = B < L
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u
rezulta ca f, — f.
E

In continuare vom stabili in ce conditii o anumita proprietate co-
muna(continuitate, derivabilitate, integrabilitate,...)a termenilor unui
sir de functii se transmite si limitei acestui sir.

u
Teorema 1.10. Daca sirul de functiv f, — [ st daca f, este continua
E

pe E pentru fiecare n € N* atunci f este continua.

Observatia 1.11. Daca presupunem ca x = a este punct de acumulare
al multimii E atunct din teorema anterioara avem
lim[lim f,(z)] = lim [lim f,(x)].
n—,oo r—a

r—a N—0o0

Teorema 1.12. Daca f, — [ si f, este continua pe |a,b] pentru orice
[a,b]
n € N* atunci exista
b b b

lim fn(x)dx:/ f(:zc)d:zc:/ [lim fn(:p)} dx.

n—oo a a a n—o0
Teorema 1.13. Fie {f,} un sir de functii derivabile pe (a,b) cu pro-
prietatea ca sirul derivatelor {f!} este uniform convergent pe (a,b).
Daca sirul {f,} converge cel putin intr-un punct xo € (a,b) atunci

{fn} converge uniform pe (a,b) la o functie f care este derivabila pe
(a,b) si orice x € (a,b) avem

/
. / _ / _ .
lim f,(x) = f'(z) = (7}13010 fn) ().
Definitie 1.14. Fie {u,},>1 un sir de functii reale definite pe multi-

n
mea E C R si fie {s,}n>1 sirul sumelor partiale asociat s, = > u.
k=1

Perechea ({un},{sn}) se numeste serie de functii si se noteaza cu
oo

> Uy,
n=1

Seria se numeste simplu convergenta (uniform convergenta) pe
multimea Fy C F daca sirul sumelor partiale {s,},>1 este simplu con-
vergent (uniform convergent) pe Ej.

Cea mai mare submultime A C FE pe care seria este simplu conver-
genta se numeste multimea de convergenta a seriei. Deci

n=1

A= {xo € FE; Zun(aro) este convergenta} )
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Functia s : A — R definita prin

n—o0

o
s(z) = lim s,(x) = Zun(x) VzeA
n=1
se numeste suma seriei sl se scrie

s:Zun:u1+---+un+...
n=1

Teorema 1.15 (Cauchy). Conditia necesara si suficienta ca seria de

oo
functii > u, sa fie uniform convergenta pe multimea E este ca pentru
n=1

Ve >0 sa3dn. € N* astfel incat
[Ups1(2) + - Fupgp(z)| <€, ¥Yn>n,peN siVee E.

Definitie 1.16. Un sir de functii {f,} definite pe multimea E € R se
numeste uniform marginit pe £ daca 3 M > 0 astfel incat | f,,(x)| <
M,V xeFE siVneN*.

Teorema 1.17. (Weierstrass) Daca exista o serie numerica cu termen;
o0

pozitivi ch convergenta si un rang ng € N* astfel incat |u,(z)| <

n=1
[eS)

Cn, Vx € E st Yn > ng atunci seria de functii E u, este uniform
n=1
convergenta pe L.

o0 .
sinnx ,
Exemplu 1.18. E ———— este uniform convergenta pe R deoarece
— rtn
sin nx
n? 4 22

1 1
<

SEye s nQ,‘v’xGR,‘v’nEN*.

Este cunoscut ca pentru un numar finit de functii au loc urmatoarele
proprietati:

(1) daca functiile sunt continue atunci si suma lor este continua;

(2) integrala sumei este suma integralelor;

(3) derivata sumei este suma derivatelor.

In continuare vom vedea in ce conditii aceste proprietati se pastreaza
pentru o infinitate de functii.

oo

Teorema 1.19. Daca seria Z uy, este uniform convergenta pe K avand

n=1
suma s si daca functiile u, sunt continue pe E atunci si functia s este

continua.
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o0

Teorema 1.20. Daca seria E u, este uniform convergenta pe inter-
n=1
valul [a,b] avand suma s si daca functiile u,, sunt continue pe E atunci

i/ﬂbun(x)d:p = /abS(x)dx = /ab Lio:l un(x)] dx.

oo

Teorema 1.21. Daca seria Zun este convergenta cel putin intr-un
n=1

punct g € (a,b) si daca functiile u,, sunt derivabile pe (a,b) astfel incat

o0

seria derivatelor E ul, este uniform convergenta pe (a,b), avand suma

n=1
)

t, atunci seria g u,, este uniform convergenta pe (a,b), suma sa s este

n=1

derivabila si §'(x) = t(x), Vo € (a,b).

Observatia 1.22. Teorema anterioara stabileste conditii suficiente ca
o serie de functii sa se poata deriva termen cu termen. Relatia s'(x) =
t(z) se mai poate scrie

oo .
S nx

Exemplu 1.23. f(x) = 2—3, x € R este derivabila pe R, iar
n

f/(],‘) _ Z COSTll”

n2

n=1
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SERII DE PUTERI. FORMULA TAYLOR

1. SERII DE PUTERI

O serie de puteri este o serie de functii de forma
o0
Zanm”:a0+a1x+a2$2+---+anx”—|—..., z € R,
n=0
unde {a,} este un sir de numere reale.
Daca notam cu A multimea de convergenta a seriei de mai sus atunci
observam ca 0 € A si astfel A # ().

o
Lema 1.1. Daca seria g anx" este convergenta in xg € R atunci ea
n=0

este absolut convergenta in orice punct x € R cu proprietatea |z| < |zo).

Observatia 1.2. (1) Daca xy € A atunci (—|xol, |zo|) C A.
(2) Daca xg ¢ A si |x| > |zo| atunci x ¢ A.

Teorema 1.3. (Teorema I a lui Abel) Pentru orice serie de puteri
exista 0 < p < o0, cu proprietatile:

(i) Seria este absolut convergenta pentru orice x € R, |x| < p.

(11) Seria este divergenta pentru orice |x| > p.

(111) Seria este absolut uniform convergenta pe intervalul [—r,r],
Y0 <7 < p.

Numarul p se numeste raza de convergenta, iar intervalul (—p, p)
intervalul de convergenta.

Teorema urmatoare ne da un procedeu practic de calcul al razei de
convergenta.

Teorema 1.4. (Cauchy-Hadamard) Fie Zanx" o serie de puteri, p
n=0

[0n41] . Atunct

raza sa de convergenta si w = lim {/|a,| = lim
n—o00 n—o00 |a'n|
(i) daca w = 0 atunci p = co;
(i1) daca w = oo atunci p = 0;
(111) daca 0 < w < 0o atunci p =
1

1

W’
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Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii

de puteri: Z(—l)”’l—, Zn!x” si Z —.
n=1 n n=0 n=0 n

o0
Propozitia 1.5. Fie g a,x" o serie de puteri si p raza ei de conver-

n=0
e o anrl
genta. Atunci E na,x" "t si E an? au aceeast raza de conver-
n
n=0

n=1

genta p.

Observatia 1.6. Prin derivare sau integrare termen cu termen raza
de convergenta a unei serii de puteri nu se schimba.

Propozitia 1.7. O serie de puteri se poate deriva termen cu termen
sau se poate integra termen cu termen pe intervalul deschis (—p, p).

Exemplu 1.8. Seria logaritmica

4
5(9(;):x—%+%—%—|—~~+(—1)"*1%+..., v € (1,1
°° 1
p=1, s(x)= Z(—l)n_lx”_l =112 Vo € (—1,1). Prin integrare,

n=1
s(x) = In(l1 + x) + C, Yo € (—1,1). Dar s(0) = 0 = C si astfel
s(z) =In(l+z), Vo € (—1,1).

Teorema 1.9. (Teorema II a lui Abel) Fie seria de puteri Zanx”

n=0
avand raza de convergenta p < o0 st suma s. Daca seria este con-

vergenta in punctul x = p atunci suma sa este continua pe intervalul
(—p, pl, iar daca seria este convergenta in x = —p atunci s este con-
tinua pe intervalul [—p, p).

Cum p=1¢€ A avem
o 1
— — n_l— = =
s(1) = E (—1) - lim s(z) = In(2).

x—1
n=1 <l

Exemplu 1.10. Sa se calculeze multimea de convergenta si suma series
o0

de puteri Z(n +1)z".

n=0
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o0

Exemplu 1.11. Sa se calculeze suma seriei Z(—l)

n=1

2n—1
n—1 Zz

on—1°

sideram seria de puteri Z(—l)
n=1

2. FOrRMULA TAYLOR

Formula Taylor are numeroase aplicatii legate de aproximarea func-
tiilor cu ajutorul polinoamelor. Fie f : I C R — R, [ interval des-
chis. Spunem ca f € C®(I) daca f,f',..., f® sunt continue pe I.
f € C°(I) daca f este continua pe I.

Teorema 2.1. (Formula lui Taylor) Fie f : I — R, f € C™+I(I),
I C R interval, xo € I un punct interior si x € I. Atunci are loc
urmatoarea formula

1) = flao) + D8 (0 -0
+ /z =t ;!t)nf("“)(t)dt.

formula Taylor cu restul sub forma integrala.

f(n) (z0)

n!

f'/l(x)
2!

(x—x0)2 + -+ (x —x0)"

Teorema 2.2. (Teorema de medie) Fie f : [a,b] — R continua. Atunci
exista € € |a, b] astfel incat

b
/ f(@)dz = F(E)(b—a).

7(0) = 7o)+ 2 o) e D e

se numeste polinomul Taylor de gradul n, iar

R = [ )

n!
se numeste restul formulei Taylor de gradul n.
By (x) = f(z) = Tu().
Din teorema de medie exista £ € [xg, z] astfel incat

(x = &)"

n!

Ry (z) = FI(E) (@ — o)
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adica exista 6 € (0,1) astfel incat £ = g + 0(x — 2p). Cum x — £ =
(x —x0) — 0(z — x9) = (1 — 0)(z — xp) obtinem
1 — )" _ (n+1)
Rn(l’> _ ( ) (-T' 330) f(n-',-l)(l,O + Q(ZE i x())))
n!
restul Taylor sub forma lui Cauchy.
Formula Taylor cu restul Cauchy este

@) =1teo) + Lo — gy + L0

— )" (x — x (n+1)
+(1 0) (n' 0) " f(n+1)(x0+9(x—l‘o))-

Daca o = 0 obtinem formula MacLaurin cu restul sub forma
Cauchy

(x —20)® + -+ +

F@) = 0)+ 5 70) 4+ 2o o) + T g g

n!
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FORMULA TAYLOR(CONTINUARE). SERIT TAYLOR

1. FORMULA TAYLOR(CONTINUARE)

Formula Taylor cu restul Cauchy este

f/ T fl/ T
£(o) =Flao) + T g — ) 4 LD
1 — 6" o (n+1)
+( ) (g;, o) FO (20 + 0(x — x0)).
Daca xy = 0 obtinem formula MacLaurin cu restul sub forma
Cauchy

(x —m)* + -+

n$n+1

f(x):f(0)+%f'(0)+"'+i—?f(n)(())-l-&

n:

Teorema 1.1. Fie f,g : [a,b] — R continue, g(x) > 0, pentru orice
x € [a,b] sau g(x) < 0 pentru orice x € [a,b]. Atunci ezista & € |a, b
astfel incat

[ sy =1@) [ oty

Aplicand aceasta teorema obtinem
v (l‘ - t)n (n+1) o f(n+1) (f) /I n o f(n+1) (g) n+1
/xo o f (t)dt = oy . (x—t)"dt = CES (x—x0)" ",

formula lui Taylor cu restul lui Lagrange

£o) =Fao) + T 0 ag) 4 T gy B gy
(l’—$0>n+1 (nt1)
S e
Formula MacLaurin cu restul Lagrange este
n n+1
F(@) = F0) + [ O) o4 S fO0) + s D 6),
Exemplu 1.2. f(z) = €, iar
xn xn—i—l

Ox

i
=144+ S+ e
n:

1! (n+1)!

1
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Exemplu 1.3. f(z) =sinz. f"(z) = sin(x + o).
x 3 221 420
1 20!

inr=-—- -4+~ _ ... —1)n!
sin + + (—1) 2n—1)
Exemplu 1.4. f(z) = In(1 +z). f®(z) = (=1)" 18 Sepieti

TR sin(fx + n).
(14z)»

formula MacLaurin cu restul Lagrange.

2. SERII TAYLOR

Definitie 2.1. Fie f: I — R o functie indefinit derivabila pe I (f €
C>®(1)) si xg € I un punct interior. Seria de functii

IIL‘() " To (n) Zo
1) fany+ L) ') 1)

se numeste serta Taylor atasata functier f in v = x.

(x_x0)2+. . ._|_

(x—x0)+ (x—x0)"+. ..

Daca notam cu A multimea de convergenta a seriei (1) atunci zy € A
si astfel A # (). Din formula Taylor daca z € I atunci

(2)
f'(x0) f" (o)

(x — )"

F(@) = flwo)+ 1 (r=0)+ = (w0 o - 42— = f ) (o) + R (@),
iar
To(z) = f(xg)—l—@(x—xo)—i-%(x—xo)lk- - -+(x_n—f°)n ™ (o).
Notam cu
S(x) = ni% (:”_nﬂ f™(z0), pentru orice x € A.
S(z) = lim T,(z), pentru orice z € A,
iar

f(z) =T, (z) + R,(z), pentru orice x € A.

Spunem ca f se dezvolta in serie Taylor in jurul punctului x = xq pe
B C I A daca pentru orice x € B avem

f(n) (z0)

n!

£(@) = Flany+ P gy LU0 g

In particular, daca o = 0 € [ seria (1) devine

(x—x0)"+. ..

Y R ()
f(0)+1!f(0)+ +nf 0)+...

si se numeste seria MacLaurin.
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Observatia 2.2. Fie f : I — R o functie indefinit derivabila pe I si
xog € I. In general nu este adevarat ca f se poate dezvolta in serie
Taylor in jurul punctului © = xo pe multimea A 1.

Exemplu 2.3.

) = {61/‘”2, daca x # 0

0, daca x = 0.

[ este indefinit derivabila pe R si f™(0) = 0, pentru orice n > 1.
Seria MacLaurin atasata lui f

2

™.
0—1—1'0—0—50—1- EO—F"':O

este convergenta pe R si are suma s(x) = 0, pentru orice x € R dar
f(z) # s(x), pentru orice x € R* astfel ca f nu se dezvolta in serie
MacLaurin pe nicio multime B C R, B # {0}.

Teorema 2.4. Conditia necesara si suficienta ca functia f sa se dez-
volte in serie Taylor in jurul punctului x = xy pe multimea B C T[] A

este ca lim R, (z) =0, pentru orice x € B.
n—oo

Exemplu 2.5. Seria logaritmica

[e.e] xn
In(1 = —1)nt t ce v € (—1,1].
n(l+ x) Z( ) —, pentru orice T ( ]

n=1

Exemplu 2.6. Seria binomaiala

— 1
(14z)* = 1—1—2 (a=n+ )x", pentru orice © € (—1,1).

In acest caz f(z) = (1+2)%, fP0)=ala—1)...(a —k+1).
Observatia 2.7. Seria binomiala generalizeaza binomul lui Newton
(I+2)"=1+Cla+ C2x* 4 - + Cla™

Intr-adevar, f(x) = (1+x)", f™(2) = n!, iar {1 (2) = 0 si de aceea
R,(x) =0.

Exemplu 2.8. Dezvolltatz in serie dupa puterile lut x functia it
9

xXr enitru |xr .
2.4-6- (2n) P

In acest caz, a =

1
VI—22
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Teorema 2.9. Daca exista M > 0 astfel incat |f¥)(x)] < M pentru
orice v € B C A1 si Vk € N* atunci

F(@) = flzo)+ (&~ z)"

r—z
0 — ™ (z0)+. .., pentru orice x € B.

1!

fwo) 4+
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SERIT TAYLOR(CONTINUARE)

1. SERII TAYLOR(CONTINUARE)

Teorema 1.1. Daca exista M > 0 astfel incat |f*)(x)] < M pentru
orice x € B C A1 si Yk € N* atunci
r — Xy

(x — xo)"
o) = Flao)t 2 LA OR

n!
Exemplu 1.2. Sa se dezvolte in serie dupa puterile lui x functia f(z) =
e.’,U

f®™ (x0)+. .., pentru orice z € B.

f(wo) -

f®(z) = e*. Fie R > 0 oarecare atunci e® < e, pentru orice
v € [—R,R] si|f®(x)] <M = e, pentru orice v € [~R, R] si orice
k. Aplicand teorema anterioara f(x) = €® se dezvolta in serie Taylor
pe [—R, R] pentru orice R > 0, deci pe R si

[e.9] n

T T .
e’ = Z g pentru orice x € R.
n=0
Exemplu 1.3. f(z) = sinz. f"(z) = sin(z + ), [f™(2)] < 1,
pentru orice x € R si orice n. Astfel
o x2n+1

sinx = Z(—l)”m, pentru orice v € R.
n=0
Exemplu 1.4.
o0 :L.Qn
cosx = Z(—l)”<2n)', pentru orice x € R.
n=0 ’

Formulele lui Euler

i A T
(& :1+1F_§_Z§+
i oz a? ad
si obtinem ’ A
e 4 i

cosSx =
2
1
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el _ pix

sinx = 5
1
Functiile hiperbolice

def €+ €77
coshx = —

sl
) def €¥ — e "
sinhz = —5

cosh?z — sinh?z = 1.

2. FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Spatiul R"

Fie R* = {x = (z1,29,...,7,);7; € R, i = 1,n}, (R*,+,-) este

spatiu vectorial, unde
T+y=(T1+Yy,T2+ Y2, Tn + Yn)
si
Ar = (Ax1, Axe, ..., Axy,)
pentru orice = (z1, %2, ..., Tpn), Yy = (Y1,Y2, .- -, Yn) si A € R.
-2 : R" — Ry

unde ||zl = /22 + 23+ + 22, 2 = (21, 79,...,7,) CU

1)||z||2 > 0 si ||z||2 = 0 daca si numai daca x = Og. = (0,0, ...

2)|[|Az]la = |A|||x]|2, pentru orice x € R" si A € R
3z +yll2 < llzll2 + |lyll2, pentru orice z,y € R"

este norma euclidiana.

O alta norma definita pe R" este || - ||, definita prin
[2]]oc = max{za], [za], ..., 2]}
unde = = (x1, %2, ..., T,).

(
D]|z||oc > 0 si ||z]|oc = 0 daca si numai daca x = Ogn
2)[IAzlloo = AL - ]l
Iz + Ylloo < [zl + l[lco-
Observatia 2.1.
1zl < llzll2 < VnllZ||0o, pentru orice x € R™.
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3. SIRURI CONVERGENTE IN R"
Fie x = (z1x, Tog, - -, k) ER", k€ N*sil = (I3, 1o, ... ,1,) € R™

Definitie 3.1. Spunem ca x) este convergent in R" si are limita |
daca

lim ||zx — |2 =0
k—ro0
(lzk — l]|oc = 0) si scriem xy, 20
Observatia 3.2.

k= oo < [l = Ull2 < V/nllzk = -

. . . R

Teorema 3.3. Conditia necesara si suficienta ca x, — [ este ca
R I

Tip —> l; pentru orice i = 1,n.

n+1 1 1—n R3 1
) — 17()’__ .
n+3' n 24+3n 3

4. ELEMENTE DE TOPOLOGIE PE R"

Exemplu 3.4.

Reamintim ca
[zlloe < [lzfl2 < Vnllz]|o
atunci pentru xp = (T1x, Togy -+, Tnk) € R si l = (Iy,la,...,1,) € R
avem

Tp — [ <= lim ||lzy — || =0
k—o00

<= Ve > 0, Jk. € N* astfel incat ||z — |2 < e, Vk > k.

<= Ve > 0, Jk. € N* astfel incat ||z — ]| < &, Yk > k.
R L

<> x; — l;, pentru orice i = 1,n.

Definitie 4.1. Un sir {x} C R™ spunem ca este fundamental daca
Ve > 0, Jk. € N* astfel incat ||z — || < e, VEk, 1 > k.

Teorema 4.2. Conditia necesara si suficienta ca {xy} sa fie convergent
in R™ este ca {xy} sa fie fundamental in R™.

R™ este un spatiu Banach.
Bila deschisa cu centrul in a si de raza r

By(a;r) ={z € R"; ||z —alls < r}
Boo(a;r) ={z € R"; ||z — al|oo <1}
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unde a = (ay,as,...,a,) € R" si r > 0. Din echivalenta normelor
obtinem
(1) Boo(a; —=) C By(a;r) € Buo(a; 7).

NG
Pentru n =1 ||z||2 = ||z]| = ||z]|, V& € R, iar Bs(a;r) = Byo(a;7) =
{reRj|lz—a|l|<r}=(a—r,a+7).
Pentru n = 2, a = (a1, as),
By(a;r) = {x = (z1,22) € R? ||z — allz < 7}
= {2 = (z1,72) €ER* (21 — a1)* + (3 — a2)* < r?},
lar
Boo(a;r) = {x = (21, 73) € R% ||z — al|oo < 7}
={r = (21,12) ER% |3y —a1| <7, |72 — @] <71}
Pentru n = 3, Bsy(a;7r) este interiorul unei sfere cu centrul in a si de

raza 1, iar By (a;r) este interiorul cubului de centru a si de raza r.

Definitie 4.3. Fie a € R". O multime V C R" spunem ca este
vecinatate pentru a daca exista r > 0 astfel incat By(a;r) C 'V

(Boo(a;7m) C V).

Notam cu V' (a) multimea tuturor vecinatatilor lui a.
Proprietati

Da e V,VV € V(a);

2)V e V(a)siV CU atunci U € V(a);

31, Vo € V(a) atunci Vi NVs € V(a);

VWV € V(a)aW € V(a), W C V astfel incat Vb € W, V € V(b).

Definitie 4.4. Fie A C R". Un punct a € A se numeste interior
daca 3V € V(a) astfel incat V C A.

Notam cu A multimea punctelor interioare ale lui A. Atunci A C A.
Incluziunea inversa nu este in general adevarata.

A este deschisa daca A = A.
Propozitia 4.5. Bila deschisa B(a;r) este o multime deschisa.

Exemple de multimi deschise

Pentru n = 1 (a — r,a + r) este deschisa, («, 5) C R este multime
deschisa.

Pentru n = 2, interiorul oricarui cerc, respectiv interiorul oricarui
patrat este o multime deschisa.
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Pentru n = 3, interiorul unui cub, respectiv sfera este o multime
deschisa.

Proprietati ale multimilor deschise

1) Orice reuniune de multimi deschise este o multime deschisa.

2) Orice intersectie finita de multimi deschise este deschisa.

3) 0 si R™ sunt deschise.

Definitie 4.6. Un punct b € R" se numeste aderent pentru multimea
A CR" dacaVV € V(b), VN A # 0.

Notam cu A multimea punctelor aderente ale lui A. A CA. Incluzi-
unea reciproca nu este in general adevarata.

Definitie 4.7. Multimea A se numeste inchisa daca AC A (A =A).

Teorema 4.8. Multimea A este inchisa daca si numai daca CA =
R™ — A(complementara) este deschisa.

Boo (a;7) = {z € R"; ||z —a|| < r} este bila inchisa, iar By (a;r) =
{z e R" [z —all <r}.

Propozitia 4.9. B (a;r) este o multime inchisa.

Exemple de multimi inchise

Pentru n = 1, [a — r, a + r] este multime inchisa. [«, 3] este multime
inchisa.

Pentru n = 2, orice disc este multime inchisa(interiorul unui patrat
impreuna cu laturile este de asemenea multime inchisa).

Proprietatile multimilor inchise

1) Orice reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa.

2) Orice intersectie (finita sau infinita) de multimi inchise este tot
multime inchisa.

3) 0 si R sunt inchise.
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FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

1. ELEMENTE DE TOPOLOGIE(CONTINUARE)

Teorema 1.1. a) b este un punct aderent al multimii A daca si numai

daca I{ar} C A astfel incat ay, b
b) Multimea A este inchisa daca si numai daca limita oricarui sir
convergent de elemente din A apartine lui A.

Definitie 1.2. Un punct b € R" este punct de acumulare pentru A
dacaVV € V(b), Ja€ VN A, a #b.

Notam cu A’ multimea punctelor de acumulare ale multimii A. Atunci
A CA.
Observatia 1.3. Daca b € A" atunci YV € V(b), V N A contine o

infinitate de puncte din A diferite de b si distincte doua cate doua.

Teorema 1.4. Un punct b € A’ daca si numai daca exista un sir {ay}
de elemente din A astfel incat ar, # a; pentru k # 1, ap # b, pentru

. . R'Il

orice k st ap — b.

Observatia 1.5. Multimile finite nu au puncte de acumulare.
Multimile care nu au puncte de acumulare se numesc discrete.

Definitie 1.6. O multime A C R" se numeste marginita daca ezista
M > 0 astfel incat ||x|| < M, oricare x € A.

Teorema 1.7. (Weierstrass-Bolzano) Orice multime marginita si in-
finita din R™ are cel putin un punct de acumulare.

Lema 1.8. (Cesaro) Orice sir marginit de elemente din R™ contine un
subsir convergent.

2. LIMITE DE FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE
Fie f: ACR?* - R, (a,b) € A/ sil €R.
Definitie 2.1. Spunem ca l = (Lyl)iir%a’b)f(x,y) daca Ve > 0, 30, > 0
astfel incat ¥(z,y) € A cu proprietatea |xr — a| < d, |y — b < 6. sa

avem |f(z,y) — 1| < e.
1
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2
Observatia 2.2. Definitia este echivalenta cuN(z,, yn) € A, (Tn, Yn) L

(a,b), (n,yn) # (a,b) pentru orice n sa avem f(xn,yn) Ly}

3., ,3
Exemplu 2.3. Aratati ca  lim % =0
(z,9)—(0,0) T° + Y

2 _ .2
Exemplu 2.4. Aratati ca nu exista  lim %
(z,y)—(0,0) T + Y

3. LIMITE ITERATE

lin (1imn f(z, ), lim(lim /().

r—a y—b
2 .2 2 .2
Exemplu 3.1. lim(lim ——2) = 1, jar lim(lim ——2_) = —1.
xz—0 y—0 1% + y2 y—0'z—0 2 + y2

Teorema 3.2. Daca exista ( I)III% ) f(z,y) =l atunci exista si limitele
x,y)—(a,

iterate lim (lim f(x,y)) = lim(lim f(z,y)) = (.
z—a y—b y—b z—a

4. FUNCTII CONTINUE

Definitie 4.1. Fie f : ACR?* = R si (a,b) € A’ (un punct de acumu-
lare). Atunci f este continua in (a,b) daca exista  lim (x,y) =

(@) (ab)
f(a,b).

< Ve > 0, 30. > 0 astfel incat V(z,y) € A cu proprietatea |z —a| <
de, |y — b| < dc sa avem |f(z,y) — f(a,b)] < e

S Y(Tn, Yn) € A, (Tp, Yn) Rﬁ) (a,b) sa avem f(x,,yn,) L\ f(a,b).

24y d 0.0
Exemplu 4.2. Functia f(z,y) = {SQW% daca Ex’ y; 7 EO’ 0; este
, aca (z,y) = (0,

continua in (0,0).

5. CONTINUITATE PARTIALA
Definitie 5.1. Spunem ca f este continua in raport cu x in punctul
(a,b) daca lim f(x,b) = f(a,b) si este continua in raport cu y daca
Tr—a
lim f(a,y) = f(a, b).
y—b
Observatia 5.2. Daca f este continua in (a,b) in ansamblul vari-

abilelor ea este continua si in raport cu x respectiv in raport cu y.
Reciproca nu este adevarata.
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. daca (2,) # (0,0)
0, daca (z,y) = (0,0)

st observam ca nu exista  lim  f(x,y) deci f nu este continua in
(z,y)—(0,0)

Exemplu 5.3. Consideram f(z,y) =

(0,0) dar lirr(l) f(z,0) =0 = f(0,0) adica f este continua in raport cu
z—
x in (0,0) si 1111[1) f(0,y) =0 = f(0,0) adica f este continua in raport
Yy—r
cu y in (0,0).

Propozitia 5.4. Daca f : A C R*> — R este continua in (a,b) € A
si f(a,b) > O(respectiv < 0) atunci exista o vecinatate V' a punctului
(a,b) astfel incat f(z,y) > 0(respectiv < 0), pentru orice (x,y) € VNA.

Teorema 5.5. Fie f,g: A CR?* — R continue in (a,b) € A. Atunci
(i) f + g este continua in (a,b);
(i1) af este continua in (a,b), pentru orice a € R;
(i1i) fg este continua in (a,b);
(iv) Daca g(a,b) # 0 atunci % este continua in (a,b).

6. FUNCTII VECTORIALE

Fie FF': A C R" — R™, pentru orice x € A, F(x) € R™, F(x) =
(Y1,Y2, - - - Ym), ¥i € R. Daca notam cu fi(x) = y;, i = 1,m atunci
F(z) = (fi(x), fa(x),..., fm(x)) pentru orice x = (1, x9,...,2,) € A,
unde f; sunt functii scalare, f; : A CR" = R, iar F = (f1, fo, ..., fm)-

Exemplu 6.1. F(z,y) = (2% + v, zy), F = (f1, f2) unde fi(z,y) =
z® +y?, dar fo(x,y) = zy.

O functie vectoriala F' = (f1, f2) este continua in (a, b) daca si numai
daca componentele sale scalare sunt continue in (a, b).

7. PROPRIETATILE FUNCTIILOR CONTINUE PE O MULTIME
COMPACTA

Definitie 7.1. O multime K C R" se numeste compacta daca este
marginita (M > 0 astfel incat ||z|| < M, Yo € K) si inchisa (K =
7).

Proprietati

1) Orice reuniune finita de multimi compacte este compacta.
2) Orice intersectie de multimi compacte este compacta.

3) 0 este compacta.

4) Orice multime finita de puncte este compacta.

Exemplu 7.2. Pentrun =1, [a,b] C R este o multime compacta.
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Teorema 7.3. Fie F' = (f1, fo, ..., fm) : R* = R™ continua pe R™.
Daca K C R™ este compacta atunci si F(K) C R™ este compacta.

Teorema 7.4. Fie f : K C R" — R continua pe K. Daca K este
compacta si M = sup f(K) si m = inf f(K) atunci exista xpy € K
astfel incat f(xp) = M si exista ., € K astfel incat f(z,,) = m.

8. FUNCTII UNIFORM CONTINUE

Reamintim ca f este continua pe A daca Va € A, f este continua in
a adica Va € A, Ve > 0, 30, > 0 astfel incat Vo € A cu |z — a| < d4.
sa avem |f(z) — f(a)| <e.

Definitie 8.1. Spunem ca f : A C R — R este uniform continua
pe A daca Ve >0, 35, > 0 astfel incat Vo', 2" € A cu |2/ — 2" < 0. sa
avem | f(z') — f(a")| < e.

Definitie 8.2. Spunem ca f: A C R" — R este uniform continua
pe A daca Ve > 0, 36, > 0 astfel incat Vo', 2" € A cu |2’ — 2| < d.
sa avem |f(2") — f(2")] < e.

Observatia 8.3. Orice functie uniform continua este si continua. Re-
ciproca nu este adevarata.

Exemplu 8.4. f : R — R, f(z) = 2? este continua pe R dar nu
este uniform continua pe R. Vrem sa aratam ca de¢ > 0, V6 > 0,
daf, xf € A cu |zl — 2§ < sa avem |f(2f) — f(zF)| > 0. 1Observam
r_ - S "no__

ca daca luam &' = /n+1 si 2" = \/n atunci x —1x = e — 0
st astfel exrista un rang ns € N* astfel incat g < 0. Alegem
in continuare xy = \/ns+1 si z§ = \/ng atunci |z — z§| < & si
|flaf) — f@f)]=n+1—n=1>¢ = 3.

Teorema 8.5. Fie K C R" o multime compacta. Daca f : K — R
este continua pe K atunci f este uniform continua pe K.

Propozitia 8.6. Daca f : I C R — R este derivabila si AM > 0 astfel
incat |f'(x)| < M, pentru orice x € I atunci f este uniform continua
pe 1.

Exemplu 8.7. f(z) = 3z +sinz, z € R. |f'(z)| < 4 pentru orice
x € R si astfel f este uniform continua pe R.
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FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

1. MULTIMI CONEXE (CONTINUARE)

Definitie 1.1. A C R" este conexa daca VM, N € A exista ¢ : [a,b] C
R — R™ continua astfel incat ¢p(a) = M, ¢(b) = N si ¢(|a,b]) C A.

Teorema 1.2. O multime A C R este conexa daca st numai daca A
este un interval.

Teorema 1.3. Daca F' : R® — R" este continua st A C R™ este conezxa
atunci F(A) este conexa.

Definitie 1.4. O functie f : I C R — R are proprietatea lui Darboux
pe I (interval) daca ¥YJ C I interval atunci f(J) este interval.

Teorema 1.5. Fie f : I — R continua pe I(interval) atunci f are
proprietatea lur Darbouz pe I.

Teorema 1.6. Fie [ : [a,b] — R o functie continua si f(a)f(b) < 0.
Atunci ezista ¢ € (a,b) astfel incat f(c) = 0.

2. APLICATII LINIARE SI CONTINUE

O aplicatie T': R™ — R™ este liniara daca

1) T(x+y) =T(x) +T(y), pentru orice z,y € R™;

2) T(\x) = A\T'(z), pentru orice x € R™ si orice A € R.

Dacam =1sin =1 atunci 7' : R — R este liniara daca si numai
daca Ja € R astfel incat T'(z) = az, pentru orice z € R.

Daca m = 1 atunci T : R® — R este liniara daca si numai daca

day, ag, . .., ay astfel incat T'(z) = a1y + asxs + -+ + apx,, pentru
orice x = (x1, 2, ...,x,) € R™
aiy a12 e Q1np
T : R* — R™ este liniara daca si numai daca 34 =
Am1 Am2 ... Qmn
astfel incat
T(l’) = ((11133'1 + 129 4+ -+ A1nThy - -y A1 21 —+ Am2Lo + -+ Clmnl'n),

pentru orice r = (x1,Za, ..., T,) € R".
1
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Teorema 2.1. ||T(z)||2 < ||A|l2]|z||2, pentru orice x = (x1, x2, ..., T,) €

n m n
R, unde ||ollo = [ a2 si Al = | DD ad.
=1

i=1 j=1
Corolar 2.2. Daca T : R" — R™ este liniara atunci T este continua
pe R™.

3. DERIVATE PARTIALE

Fie f: A C R? 5 R, A deschisa si (a,b) € A atunci

) b) — f(a,b

—ai(a, b) = lim /i ; — i(a’ ) f2(a,b)
8f T f(a>y)_f(avb)_ /
8y(a’ ) = lim y—b = Jileh)

Daca x —a = h si y — b = k atunci

of

9 f(a+h7b)_f(a>b)
a0 = =
si
af T f(a7b+k)_f(avb)
oy =l T

Exemplu 3.1. f(z,y) = 2* — 22y + In(2? + 3?). Calculati %, %,

By o P o
0x2’ Oy?’ Odxdy Oyox*

Teorema 3.2. Fie f: A C R* - R, (a,b) €A si V C A astfel incat

I gi LL exista pe V si sunt continue in (a,b). Atunci

oxdy Oyox
0? 0?
00y Oyox
Exemplu 3.3. Aratati ca derivatele mixte ale functiei

flz,y) = {xy (iilii) , daca (z,y) # (0,0)
0, daca (z,y) = (0,0)

nu sunt egale.
Observam ca

e (50) + it daca (2.3) # (0.0)
ou 0, daca (z,y) = (0,0)

(a,b).
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St
O =47 (555) i, daca (z.y) # (0,0)
(9y 0, daca (:p, y) — (0’ 0)
Astfel
90 )
a2f (0 ()) = lim 8_£(an> - a—i(0,0) _
. Oyox y—0 y—0
s1
of af
02 f (0,0) = lim 5, (2,0) = 52(0,0) :1
aCL’@y ’ x—0 T — 0 .

4. FUNCTII DIFERENTIABILE

Definitie 4.1. Fie f : A C R* — R si (a,b) 6}1. Spunem ca f
este diferentiabila in (a,b) € A daca exista T,p : R* — R liniara
(continua) astfel incat
lim |f(a+h7b+k> _f(aa b) _Ta,b(h7 k)|
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
v = (h, k), iar ||v]2s = Vh% + k2.
Propozitia 4.2. Daca f este diferentiabila in (a,b) atunci ezista %(a, b)

si %(a, b), iar

=0,

Top(h, k) = %(@, b)h + g—;j(a, )k.

T.p este diferentiala de ordinul I a functiei f in (a,b) si se noteaza cu
df (a,b) = T,p. Astfel df(a,b) : R* = R, liniara si
of of

Af(a,b)(h, k) = (@, )+ 5 (a D).

Exemplu 4.3. Calculati diferentiala de ordinul I pentru functia f(x,y) =
2? —3zy +y? in (2,1).

Diferentiala unei functii de o variabila este df (a) : R — Rsidf (a)(h) =
f'(a)h.

Observatia 4.4. Daca notam cu

athbtk)—f(a,b) =Ty b (hk
o) = 4 daca (h,R) # (0,0)
0 , daca (h,k) = (0,0)
atunci daca f este diferentiabila in (a,b) rezulta ca  lim  w(h, k) =
(h,k)—(0,0)

0. In continuare putem Sscrie

fla+h,b+k)— f(a,b) = Top(h, k) + w(h, k)Vh? + k2
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pentru orice (h,k) si notam
o(h, k) = w(h, k)VAZ 1 k2.
Cu aceasta notatie observam ca  lim  ¢(h, k)
(h,k)—(0,0)
. ¢(h, k)
lim ————==0
(hk)=(0,0) v/ h? + k2
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FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

1. FUNCTII DIFERENTIABILE(CONTINUARE)
Daca notam cu
a-thbk)— f(a,b) =T, p(h,k
ok = d e daca (A,R) # (0,0)
, daca (h, k) = (0,0)

atunci daca f este diferentiabila in (a,b) rezulta ca  lim w(h, k) =
(h,k)—(0,0)

0. In continuare putem scrie
fla+h,b+k)— f(a,b) =T,p(h, k) +w(h,k)Vh?+ k?
pentru orice (h,k) si notam
o(h, k) = w(h, k)Vh? + k2.
Cu aceasta notatie observam ca  lim  ¢(h,k) = 0 = ¢(0,0) si
(h,k)—(0,0)
i OUR)
(hk)=>(0.0) \/h? + k2

Obtinem astfel o definitie echivalenta:

Definitie 1.1. f este diferentiabila in (a,b) daca exista T,; : R* — R
liniara (continua) si daca exista V' o vecinatate a originii si o functie
® = ¢ap: V — R continua in (a,b) cu proprietatile  lim  ¢(h, k) =
(hyk)—(0,0)

L k)
(h,k)—(0,0) \/h? 4 k2

fla+h,b+k)— f(a,b) =Top(h, k) + ¢ap(h, k).

fla+h.b+k)— fla,b) = df(a,b)(h, k) 4 o(h,k) si f(a+ h,b+
k) — f(a,b) ~ df(a,b)(h,k). Utilizand definitia echivalenta obtinem

urmatorul rezultat

0= ¢(0,0) si = 0 astfel incat

Propozitia 1.2. Daca [ este diferentiabila in (a,b) atunci f este con-
tinua in (a,b).

Observatia 1.3. FExista functii care admit derivate partiale intr-un
punct dar care nu sunt diferentiabile in acel punct.
1
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Exemplu 1.4. Pentru

_ IQIny I daca ('T7 y) % (07 0)
fley) = {0 ' , daca (z,y) = (0,0)

avem %(0,0) = 0, iar %(0,0) = 0 dar cum f nu este continua in
Y
(0,0) rezulta ca f nu este nici diferentiabila.

Definitie 1.5.

df (a,b)(h, k) = of of

x ay

df(a,b) : R? — R este liniara si astfel in baza canonica {ei,es} are

matricea 5 5
Jr(a,b) = (a—i(a,b) a—?];(a,b))

deoarece df (a,b)(1,0) = (a b) si df(a,b)(0,1) = 8f ;(a,b).

(a,b)h + ==(a, b)k,

2. DIFERENTIABILITATEA FUNCTIILOR VECTORIALE

Definitie 2.1. Fie F = (f.g) : A C R? — R, (a,b) €A. Atunci F
este diferentiabila in (a,b) daca ezista o aplicatie liniara T, : R* — R?
astfel incat

||F(CL + h7 b+ k) — F(aa b) — Ta,b(hv k)”

M <h,klfi%,o> Vh? + k2 -0
Astfel
_(9F of dg dg
Top(h k) = (81‘( ,b)h + 8y( ,b)k, 8:E< ,b)h + 8y( b)k)

si dF(a,b)(h, k) = Top(h, k) = (df (a,b)(h, k), dg(a, b)(h, k)).

Observatia 2.2. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale se reduce la
diferentiabilitatea componentelor scalare. Prin urmare este suficient sa
studiem diferentiabilitatea functiilor scalare deoarece dF = (df,dg).

Cum dF(a,b)(1,0) = (%(a, b), gg(a b)) sidF(a,b)(0,1) = (af(a b)

matricea asociata lui dF'(a,b) este matricea jacobiana
seias) — (@) Sad
a,
o) o
si
|dF(a,b)(h, K| < [Tk (a, D) |2 + k2

pentru orice (h, k) € R2.

gy (@:0))
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Observatia 2.3. F' este diferentiabila in (a,b) daca si numai daca
Fla+hb+ k) — Fa,b) = dF(a,b)(h, k) + b (h, k)
si p(h, k) = o(v/h? + k?) "infinit mic”.

3. DIFERENTIABILITATEA FUNCTIILOR COMPUSE

Acr ) Ber2 LR
(a,b) €4, (¢,d) = (u(a,b),v(a.b)) €B.
Teorema 3.1. Daca F este diferentiabila in (a,b) si f este diferentia-

bila in (¢,d) cu ¢ = u(a,b), d =wv(a,b) atuncig= fo F: A — R este
diferentiabila in (a,b) si

dg(a,b) = df (c,d) o dF(a,b).

Mai mult,
Jy(a,b) = Js(e,d) - Jp(a,b).

dg Of Ou Of v
or  du Or v Ox
09 _0f Ou Of v
dy Ou 0Oy 0Ov Oy
Exemplu 3.2. Fie g(x’y) - f($2 + yQ,:vy), u(x,y) = 2% + y2 St
v(z,y) = xy. Calculati % si g_z,

Teorema 3.3. Fie f : A C R? - R, (a,b) €A astfel incat exista
o vecinatate V. C A cu proprietatea ca exista % St g—i pe V' si sunt

continue in (a,b). Atunci f este diferentiabila in (a,b).

Corolar 3.4. Fie A C R? deschisa. Daca ezista g_f 9 & sunt continue

z’ Oy
pe A atunci f este diferentiabila pe A.

Definitie 3.5. Spunem ca f € C'(A) daca ezista %, g—?’; st sunt con-
tinue pe A(deschisa).

Fie g(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)), unde u, v si f sunt de clasa C*(au
derivate partiale de ordinul I continue). Atunci

99 _ 0f Ou | Of Ov

(2) dr = Ou Oz v Oz

@—ﬁ.@+g.av
Oy ~ Ou Oy ov
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4. DERIVATELE PARTIALE DE ORDINUL Il ALE FUNCTIILOR
COMPUSE DE DOUA VARIABILE

Definitie 4.1. Fie f : A C R? — R este de clasa C*(A) daca exista

2 2 2 . . .
%, g—fyc, %, gz—gy, g—yé si sunt continue pe multimea A.

Teorema 4.2. Fie A ¢ R? '-%" B c R2 L5 R s F(x,y) =
(w(z,y),v(z,y)). Daca f € C*(B), F € C*(A) atunci g = foF :

A — R este de clasa C*(A) si au loc urmatoarele relatii

Ggg_82f(8u)2+282f ou v 82f(8v>2

oudv Oz 8x+w
8f_82u of 0%

0x2  ou? \ O 0r O oz
R
0 _ﬁ.(%)(@wryf. %@Jr@@
0xdy  Ou? ‘0x’ 0y’  Oudv \dx Oy Oy Ox
*f ov ov Of 0*u Of 0%

+@ ox 8y+%.8x8y+%.8x8y

g _Pf(n\' P ou oo P (00’
dy dy

o2 ou? oudv Oy 8y+w
g'éﬂudl_@f 0%

du 0y " dv Oy
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FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

1. FOrRMULA TAYLOR PENTRU FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Fie o, f € R" si notam cu [o, 5] = {(1 —t)a+ 5 : t
segmentul inchis de dreapta avand capetele « si .

Definitie 1.1. O multime A C R" se numeste convexa dac
orice a, 5 € A atunci o, f] C A.

e [0,1]}

a pentru

Observatia 1.2. Orice bila deschisa B(a,r) = {x € R": ||x —a| < r}

este o multime convexa.

Teorema 1.3. (Taylor) Fie A C R", a €A, f € C™t(A) sifie V €
V(a) deschisa si convexa, V- C A. Atunci pentru orice x € V ezista

€ € (a,x) astfel incat
1 1

F() = fla+ ) = Fa) + df (@) (h) + oy F(a)(B) + -+ ™ F(a)(h)

1 m—+1
+md ) (h),

unde h = ¢ — a.

Daca luam m = 0 obtinem formula lui Lagrange

of of

fx,y) = fla,b) + %(ﬁ,n)(:ﬁ —a)+ a—y(ﬁ,n)(y —b)

sau

af

Faw) = la.b) = S € - )+ Goe - )

Reamintim ca
f(z) = fla) = f'(§)(z — a)

in cazul functiilor de o variabila.
Daca f = f(x,y, z) atunci

0 0 0
0.9~ f(a0.0) = SHEn.Oa—al 5 (€0 0145
1

(57 1, g)(Z—C)
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2. EXTREME LOCALE PENTRU FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Definitie 2.1. Fie f: ACR? - R, (a,b) € A. Spunem ca (a,b) este
punct de mazim (minim) local pentru f daca exista o vecinatate V a
punctului (a,b) astfel incat

flx,y) < f(a,b) ( respectiv f(x,y) > f(a,b)), pentru orice (x,y) € VNA.

Teorema 2.2. (Férmat) Daca (a,b) 6;21, (a,b) este punct de extrem lo-
cal si f este diferentiabila in (a,b) atunci df (a,b) = 0, adica g—x(a, b) =
0 si g—i(a, b) = 0.

Definitie 2.3. Un punct (a,b) se numeste punct critic pentru f daca
g—i(a, b) =0 st g—i(a, b) =0, adica df(a,b) = 0.

Observatia 2.4. Din teorema lut Férmat deducem ca punctele de ez-
trem local trebuie cautate printre punctele critice.

Teorema urmatoare stabileste conditii suficiente ca un punct sa fie
punct de extrem local.

Teorema 2.5. Fie f: A C R*> - R, A deschisa si f € C*(A). Daca
(a,b) € A este punct critic pentru [ atunci

(i) daca d*f(a,b) este pozitiv definita atunci (a,b) este punct de
manim local pentru f;

(i1) daca d*f(a,b) este megativ definita atunci (a,b) este punct de
mazxim local pentru f;

(iii) daca d*f(a,b) este alternanta in orice vecinatate a lui (a,b)
atunci (a,b) nu este punct de extrem local pentru f.

Demonstratie. Fie (x,y) € V arbitrar fixat, (h, k) = (x —a,y —0b). Din
formula Taylor exista £ € (a,z) sin € (b,y) astfel incat

£(e,9) = F(a,)+ i@, ) ) + 5 FE ), ),

Daca d*f(a,b) este pozitiv definita atunci f(z,y) — f(a,b) > 0 si
astfel (a,b) este punct de minim pentru f. Daca df(a, b) este negativ
definita atunci f(z,y) — f(a,b) < 0 adica (a,b) este punct de maxim
pentru f. Daca d?f(a,b) este alternanta atunci f(z,y) — f(a,b) nu
pastreaza semn constant si astfel (a,b) nu este punct de extrem pentru

3 0

0% f

Corolar 2.6. Fie a;; = %(a, b), ar2 = 75, (a,b) si axn = %(a, b) si

@11 A12

notam cu A} = ay; 81 Ny =
Q12 Q22




CURS 12 3

Daca Ay > 0, Ay > 0 atunci (a,b) este punct de minim local pentru

f
f

Daca Ay < 0, Ay > 0 atunci (a,b) este punct de mazim local pentru

Daca Ay < 0 atunci (a,b) nu este punct de extrem local pentru f.

Exemplu 2.7. Sa se afle punctele de extrem local pentru functia f(z,y) =
r34y°+212y+36x+36y. Punctele critice sunt My(—4,—4), My(—3,—3)
st primul este punct de maxim, iar celalalt nu este punct de extrem local
pentru f.
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FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

1. TEOREMA DE INVERSIUNE LOCALA

Definitie 1.1. Fie A, B C R" deschise si F': A — B. F se numeste
difeomorfism daca

(1) F e CY(4);

(2) F : A — B este bijectiva;

(3) F~' € C'(B).

Observatia 1.2. Erista functii bijective de clasa C* care nu au inversa
de clasa C'. De exemplu f(z) = 2®, f : R — R. Ewvident f este
bijectiva, f € CY(R) dar f~'(y) = ¢y nu este de clasa C' deoarece

f=1 nu este derivabila in y = 0.

Teorema 1.3. Fie A C R o multime deschisa, f € C'(A), a € A.
Daca f'(a) # 0 atunci exista o vecinatate deschisa I = (a—e,a+¢e) C A
a punctului a, J = (b—n,b+n) C R, unde b = f(a) astfel incat
f'(x) # 0 pentru orice x € I si f - I — J = f(I) este difeomorfism si
(fFH(y) = ﬁ pentru orice y = f(x) € J.

Teorema 1.4. (Teorema de inversiune locala) Fie A C R™ deschisa,

a = (a1,as,...,a,) € A si F = (fi,fo,...,fn) + A = R". Daca
FeClY(A) s

8—ﬁ(a) 8—j;(&) %(a)
g(fl’fg"”’f")(a)—det(JF(a))_ T T
(21,22, T 2(q) Us(a) ... 22(a)

atunci ezista o vecinatate deschisa U € V(a), U C A, V € V(b),
unde b = F(a) cu proprietatile det(Jp(z)) # 0 pentru orice x € U,
F:U—V =F(U) este difeomorfism si

det(Jp-1(y)) , pentru orice y € V,y = F(x).

~ det(Jp(2))
2. FUNCTII IMPLICITE

Consideram ecuatia

(1) F(z,y) =0, (z,y) € D = [a,b] X [c,d].
1
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Definitie 2.1. Daca pentru orice x € [a,b] exista y, € [c,d] unic astfel
incat F(z,y,) = 0 atunci functia f : a,b] — [c,d], f(x) = y., pentru
orice x € |a,b] se numeste functie implicita definita de ecuatia (1).

Exemplu 2.2. Fie ecuatia v°+y*—1 = 0. Multimea punctelor din plan
care verifica ecuatia anterioara reprezinta din punct de vedere geometric
cercul C(0,1).

Fie Dy = [a1,b1] X [c1,dy] si se observa ca pentru orice x € [ay, by]
exista o singura valoare y = y(x) € [c1,dq] astfel incat perechea (x,y)
verifica ecuatia data, unde y(x) = /1 — x2. Astfel pe dreptunghiul D,
ecuatia defineste o functie implicita. Pe de alta parte, pe dreptunghiul
Dy = [ag, bo] X [co,ds] ecuatia nu defineste nicio functie implicita de
forma y = y(x) deoarece pentru x € [ay, —1) nu ezista nicio valoare y
astfel incat (x,y) € C(0,1), iar pentru x € [—1,b] ezista doua valori

y1 = —V1 — a2 siyp = V1 — 22 astfel incat (z,y1), (z,y2) € C(0,1).

Teorema urmatoare stabileste conditii suficiente pentru existenta
functiilor implicite.

Teorema 2.3. (Teorema functiilor implicite) Fie F : Ax B — R, A,
B C R multimi deschise, (a,b) € A x B avand proprietatile

(1) F € C'(A x B);

(2) F(a,h) =0,

(3) %—g(a,b) # 0. Atunci exista o vecinatate deschisa U € V(a),
exista o vecinatate deschisa V€ V(b) astfel incat U x V. C A x B si
exista o functie implicita unica y = f(x) : U =V cu proprietatile

(a) f(a) =0, Flz, f(x)] =0, pentru orice xz € U;

(b) f e CHU) si

2 (s, f(2))

% (a, f(x))

fl(x) =
pentru orice x € U.

Exemplu 2.4. Aratati ca ecuatia x*+y* — 222y — 222 —y = 0 defineste
in M(2,1) o functie implicita y = y(x) si sa se calculeze y'(2).

Teorema 2.5. (Teorema functiilor implicite) Fie F : AxB — R, A C
R?, B C R multimi deschise, (xg,vo,20) € A X B avand proprietatile

(1) F € C'(A x B);

(2) F(fo, Yo, Zo) = 0,'

(3) 2E(20,y0,20) # 0. Atunci exista o vecinatate deschisa U a
punctului (zo,vo), exista o vecinatate deschisa V. € V(zy) astfel in-
cat U xV C A x B si exista o functie implicita unica f : U — V cu
proprietatile

(a) f(xo,y0) = 20, Flx,y, f(z,y)] =0, pentru orice (x,y) € U;
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(b) f e CYU) si

o %(ay, flay))
O L (x,y, f(z,y))
of Gy flz.y)
Ay L(x,y, flz,y))

pentru orice (x,y) € U.

Exemplu 2.6. Aratati ca ecuatia x° + y*> + 2% = ;Z,_g defineste in veci-
natatea punctului M(\/3,1,2), z = z(x,y) si sa se calculeze %(\/3, 1)

si g—;(\/g,l).

Teorema 2.7. (Teorema functiilor implicite pentru sisteme) Fie F,
G e CY(A), A CR? deschisa si (xo,yo,20) € A cu proprietatile

F($0>?JO7 Zo) =0
G(Q?o’yo, Zo) = 0;

3) DAL (0 o) 0,

Atunci exista U € V(xy), V € V(yo) si W € V(z0) si exista functiile
implicite y =y(z) : U =V, z = z(x) : U - W cu proprietatile

W { B
0
Clo.yl@). 2(2)) = 0,

DED L y(a), 2(2)
6 ’ ) = D(:r z)
) V0= " Brer ) e

(2)

D(F,.G

, Po [z, y(x), 2(x)]

(7) z ((L‘) == D(F,G) :
D(y,z)

Exemplu 2.8. Sa se arate ca sistemul

{x3+3y2—z2+x—y—8:0

—
s
~—
I
—~
8
=

202 — 4y —62—6=10

defineste in vecinatatea punctului M(1,2,—2) functiile implicite y =
y(x), z = z(x). Sa se calculeze y'(1) si 2'(1).
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1. PRIMITIVE

Definitie 1.1. Fie f : [ C R — R, [ interval. Spunem ca F: [ — R
este o primitiva a lui f daca F'(x) = f(x), pentru orice x € I.

Daca F,G sunt primitive pentru f atunci exista C' € R astfel incat
F(z) = G(x) + C, pentru orice x € I.

Definitie 1.2. Fie f : I CR - R si ' : I — R o primitiva a sa.
Multimea tuturor primitivelor functiei f pe I se noteaza cu [ fdz sau
[ f(z)dx si se numeste integrala nedefinita a functiei f.

Astfel
/f(m)dm = F(x)+C,

pentru orice x € I, unde cu C am notat multimea tuturor functiilor
constante pe I.
Reamintim in continuare primitivele functiilor elementare uzuale.
Functia putere

$a+1
Ydx = C —1
/:L‘ x a—|—1+ , a#

d
/%zlnm—l—C, x # 0.

Functia exponentiala

Ina

/exdx =e" +C.

1

/awdaj:a——l—C, a#1, a>0
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Functii trigonometrice

/sinxdx:—cosx+c
/Cosxda::sinx—i-c
/tanxdm:—1n|cosx|—|—c, :EER—{(Zk—I—l)g,k:EZ}

/cotxdmzln]sinx|+€, re€R—{km keZ}

/ d =tanx +C, :UER—{(QI{H—I)%,/{GZ}

cos? x

dz

_Qx:—cotx+C, r€R—{km keZ}
sin

dx
o = arctanz + C

dx 1 T
ﬁ:—arctan——i-c
x4+ a a a

Tr—a
r+a

dx 1
/—x2_a2:%hl +C

=arcsinz +C, ze€(—-1,1)

dx
| 7=
dx

/ dx
N

x
=arcsin— +C, z € (—a,a)
a

=In(z + Va2 +a?)+C.

2. METODE DE CALCUL

1. Integrarea prin parti
Daca f, g sunt de clasa C'(I) atunci

[ f@g @iz = f@yg(@) - [ £@)g(a)ds

Exemplu 2.1. [Inzdz, x> 0.

(07

1
/sinozxda: = ——cosax +C

1
/Cosaxda: = —sinax + C.
o
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2. Schimbarea de variabila Daca F' : J — R este o primitiva a
functiei fo (¢7') : J — R, f continua iar ¢ : I — J este o functie
bijectiva si de clasa C! cu ¢/(z) # 0, pentru orice x € I atunci

/f(¢(x))dx = F(¢(z)) +C, pentru orice x € I.

/ dx _/ dx
Va2 +br +c \/(x—i—%)Q—l—%

x+g:t.

Exemplu 2.2. f\/ﬂdfixﬂ

4.

I dx
/m:/m

Exemplu 2.3. f\/#ﬁ

5. f\/x2+bx+cdx=f\/(m+§)2+%dx,x+§:t.
P(z)
Q(z)

6. Primitivele functiilor rationale [
Q(z) # 0, pentru orice = € I.
Cazul I Daca gr(P) > gr(Q) efectuam impartirea si obtinem astfel
P(x) 1€))
Q(x) Q(z)’
unde C' este polinom si gr(P;) < gr(Q). Folosim in continuare descom-
punerea in factori ireductibili a polinomului @,

dx, P, () polinoame si

=C(x) +

Q) = (x —a)™ ... (x—a)"(@® + bz +c))™ ... (2% + byz + )™,

b2 —4c; <0, j = I,n si obtinem descompunerea in fractii simple

o0 > (2 ) *

j=1
"~ [ Bjz + C} Bz + C; Bjm. + Cj.
+Z(2j1 > + 2J2 j22+"' 2]] ij- ’
A\t bt (2 4+ bjz + ¢;) (22 4 bjz + ¢;)™

unde Aj;, aj, Bj;, Cj;, b; si ¢j sunt numere reale.
Cazul II Daca gr(P) < gr(Q) procedam ca mai inainte folosind
descompunerea in fractii simple.
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Pentru calculul prlrmtlvei unei functii rationale trebuie sa calculam

primitive de forma _ respectiv [ —22EC _dx, b2 —4c < 0, n €
N*. (z— ) (z2+bz+c)™

B +£ B [ 2z+%
/—Z’”C d:(::B/—x 5 dx:—/—x By
2+ bxr +c 22+ bxr +c 2 22+ bxr +c

B/2x+b+%—b
2+ bxr +c

dx

2

B/ 20+ b d +20—Bb/ dz
=— | ——dzx
2 22+ bx +c 2 2+ bxr +c

B 2C —Bb [ 1 +2
=—In(z® + bz +c)+ ¢ b( arctan 2)—|—C.

2 2 - e

Exemplu 2.4. [ 322 _dy.

2 +4z+7
Astfel
/ Bz +C da::B/ x—i—% da:zE/—zx—i_% dx
(22 + bz + )" (22 + bz + )" 2 ) (22 +br+o)n
B 2x+b+2€
__/ (2% + bx + )"
:_/ 2r +b dx+20_Bb/ dx
1‘2+bx+c 2 (2% + bx + )"

- . QC—Bb/ dx
B 2 (1 —n)(2? —|—bx+c)"—1 2 [(z+ )2+ =2]"

B 1 L2 Bb/ dt
2 (1—n)(z2+bx +c)n? 2 [t2 4 (ﬂ)z]m

undet:x—l—g.
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1. PRIMITIVE(CONTINUARE)

¢ 2 2¢
/ Br+C dx:B/ i dsz/—erB da
(22 + bz + )" (22 + bz + )" 2 ) (22 +br+o)

B B/2x—|—b—|—20 b
(22 + bx + )"

__/ 20+ b da:+20_Bb/ dx
B x2+b:c—|—c 2 (2% + bx + )"

2C' — Bb dz
= —+ o
(1 —n)(w2+bl’+0)”‘1 2 / [(z+ )2+ =]

5
B 1 L Bb/ dt
2 (1 —n)(z2+ bz + )t 2 [tz_i_(@)z]m

unde t = x + g
Ne ramane sa calculam urmatoarea primitiva

dz 1 a? + 22 — 22 1 1 x2
/ (22 4+ a2 a? / (22 4 a®)" v a2 "l g2 / (22 4 a?)" v

Aplicam in continuare integrarea prin parti si

& = - dx
/mdx B /mxdm N Q(TL — 1)<$2 + a2)n—1 + / 2(7?, — 1)(%2 n a2)n_
_x 1
B 2(” — 1)(x2 + a2)n—1 + 2(n — 1)[n71-

Prin urmare

I _l T i 2n—3 I
"2 \2n— 1)@+ a1t 2n—1)""")

7. Integrale binome [ = [ 2™ (az"+b)?dx, unde m,n,p € Q. Aceste
integrale pot fi calculate doar in urmatoarele trei cazuri folosind sub-

stitutiile lui Cebasev.
1
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Cazul I Daca p € Z facem substitutia x = t*, unde s este numitorul
comun al Iui m si n. Deoarece dx = st*~'dt I devine

1:/3@&,

Exemplu 1.1. f—4\f+—1)10, x>0, =t

R fiind functie rationala.

Cazul II Daca mT“ € Z, p ¢ 7 se face substitutia ax™ +b = t", unde

r este numitorul lui p. Astfel z = (tra_b)% iar prin diferentiere obtinem
dx = L(£=2)7 =124t Inlocuind obtinem
r tr —b T_l
I=— < ) P = / R(t)dt,
na a
deoarece ™= — 1 € Z, rp € Z si functia de sub integrala este rationala
n ¢.

Exemplu 1.2. Sa se calculeze f\/f—_?’?dx, unde x € (—1,1). Facem

. . . 2 42 . - ) . —t
schimbarea de variabila 1 —x° = t*, adica x = 1 —t? si dv = mdt
Cazul III Daca ™ + p € Z, ™ ¢ Z si p ¢ Z facem schimbarea
de variabila “x;—jb =t", x # 0, unde r este numitorul lui p. Ca si in

celelalte cazuri problema se reduce la calculul primitivei unei functii
rationale.

Exemplu 1.3. [

dx
—2 >0
224/ (1452)3’
2. INTEGRALA DEFINITA

Definitie 2.1. Fie I = [a,b] un interval. Se numeste diviziune a in-
tervalului I orice submultime A = {xg,x1,...,2,} C [a,b] astfel incat

a=xy <z <<z = b, jar numarul HAH = ln<1ax(:cz —xi_1) se

numeste norma diviziunii /\.

Definitie 2.2. Spunem ca diviziunea A" este mai fina decat diviziunea
A si notam cu A < A’ daca diviziunea A’ contine pe langa punctele
diviziunii A si alte puncte. Este evident ca |A'|| < ||A]|.

Fie f : [a,b] — R o functie marginita. Notam cu m = inf{f(x) : z €

la,b]}, M = sup{f(x) : x € [a,b]}, m; = inf{f(x) : © € [z;_1, 2]} si
M; = sup{f(z) : x € [x;_1,x;]}. Este evident ca

(1) m<m; < M; <M,

pentru orice ¢ = 1,n
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2.1. Sume Darboux.

Definitie 2.3. Se numeste suma Darboux inferioara (superioara)

SA—E mz z_le

respectiv
S = 3 Mt~ 1)

Din punct de vedere geometric aceste sume Darboux reprezinta arii.
Folosind inegalitatea (1) avem

(2) m(b—a) < sa < Sa < M(b—a),
pentru orice diviziune A.

Lema 2.4. Daca A < A atunci sp < sar st Sa < Sar.

Lema 2.5. sxr < Sarv, pentru orice doua diviziuni A', A" ale inter-
valului [a, b].

Folosind inegalitatile (2) rezulta ca multimea de numere reale {sa}a
este majorata de M (b—a), iar {Sa} A este minorata de m(b—a). Notam

in continuare cu [, = supsa sicu [* = igf Sa. I, se numeste integrala
A
inferioara si I* se numeste integrala superioara.

Teorema 2.6. I, < [*.

Definitie 2.7. Fie f : [a,b] — R o functie marginita. Spunem ca
f este D-integrabila (integrabila in sensul lui Darbouz) pe [a,b] daca

I, =I" = 1. Valoarea I o notam cu fab f(x)dx
Daca f(x) = ¢, pentru orice x € [a,b], atuncim =m; = M; = M =c¢

si sp = E c(x; — x;—1) = c¢(b — a), pentru orice diviziune A, iar
i=1

Sa = Z c(x; — xi—1) = c¢(b — a), pentru orice diviziune A. Astfel

I, —]*—c(b—a) facdmzc(b—a).
Observatia 2.8. Cum I, = sup sa rezulta ca Ve > 0, A, astfel incat

A
I, —e < sa. < 1. Analog, Ve > 0, AL astfel incat I* < Sa, < I* +e.
Astfel Ve > 0, A, astfel incat I, —e < sp, < I, < [* < Sp. < I" +¢.

Se poate demonstra urmatoarea lema:
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Lema 2.9. Ve > 0, 30, > 0 astfel incat VA diviziune a inrervalului
[a,b] cu ||A]| < 0: sa avem I, —e < sp < Sp < I* +¢.

Teorema 2.10. (Criteriul de integrabilitate al lui Darboux) Fie f :
[a,b] — R o functie marginita. Conditia necesara si suficienta ca f
sa fie integrabila pe [a,b] este ca pentru orice ¢ > 0 sa existe 6. > 0
astfel incat oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a,b] cu ||Al] < 0.
sa avem Sa — sa < €.
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1. CLASE DE FUNCTII INTEGRABILE

Teorema 1.1. Daca f : [a,b] — R este continua atunci f este integra-
bila pe [a,b].

Teorema 1.2. Daca f : [a,b] — R este monotona atunci f este inte-

grabila pe [a,b].

2. SUME RIEMANN. CRITERIUL DE INTEGRABILITATE RIEMANN

Fie f:[a,b] > R, Ata=zo<m1 < - <xy1<x;<--<xp=0
o diviziune a intervalului [a, b] si §; € [z;_1, ;] un punct oarecare. Daca
notam cu £ = (&,&,...,&,), atunci suma Riemann asociata functiei
f, diviziunii A si punctelor intermediare §; se noteaza cu oa(f;§) si
este prin definitie

oa(f;€) = Z f(&) (i — mia).

Definitie 2.1. f : [a,b] — R este (R)-integrabila (integrabila in sen-
sul lui Riemann)pe [a,b] daca exista un numar real finit I cu propri-

etatea: Ye > 0, 36 astfel incat VA cu ||Al| < 6, si V€ = (&1,...,&) =
|O-A(fvf) _I| <€

Teorema 2.2. Daca f este (R)-integrabila pe [a,b] atunci f este mar-
ginita pe |a, b].

Teorema 2.3. Fie f : [a,b] — R marginita. Atunci f este (R)-
integrabila pe [a,b] daca si numai daca este (D)-integrabila pe [a, ]

s1 notam ,
I:/ f(z)dz.

Teorema 2.4 (Criteriul de integrabilitate al lui Riemann). Conditia
necesara si suficienta ca f : [a,b] — R sa fie integrabila pe [a,b] este sa
existe I € R(finit) cu proprietatea:

V{A,} diviziuni ale intervalului [a,b] cu |A,|| — 0 s
™ orice punct intermediar pentru A,, sa avem lim on, (f, f(”)) =1
n—oo

1
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Fie f : [a,b] — R integrabila.

b— — b—
Ap:ai=a+i-—2 i=0n h=-—
n
b—a
|A,ll =h=———0cand n — oo
n
b—
flzxzza—i—z a
n

oan<f,£>=gf(a+i.b;a) (=)
:b;aif[a“‘b;a] %/:f(x)dx

=1

’ b—a b—
do = Tim —2%° .
/af(x):v Jim — Z':1f{@+2

a
— -
Exemplu 2.5. Sa se calculeze

SN | 1 1 1
li = li o=
i St (st

O alta metoda:

I ﬁi S TV I I §
im = lim - _ - _

= lim (c+In2n+e€, —c—Inn —¢,)
n—oQ

=1In2+ lim (€3, — €,) = In2.

n—o0

3. CRITERIUL DE INTEGRABILITATE AL LUI LEBESGUE

Definitie 3.1. A C R se numeste neglijabila (de masura Lebesgue
nula) daca Ye > 0, exista un sir {I,}n,>1 de intervale deschise astfel
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mcat
Ac| I, si ) Ul) <e
n=1 n=1

unde ((1,,) este lungimea intervalului I,,.(Unele intervale I,, pot fi mul-
timea vida)

Exemplu 3.2. Fie A = {xq}. Atunci A este o multime neglijabila.
Fie I = (550—%73504-%), I, =0 pentrun > 2 si ZE([n):% <.
n=1

Observatia 3.3. {x¢} este neglijabila.

Observatia 3.4. B C A si A este neglijabila, atunci si A este neglija-
bila.

Observatia 3.5. Daca A, este neglijabila pentru orice n € N atunci

U A, este neglijabila.
n=1

In particular din observatia 3.3 si din observatia 3.5 rezulta ca orice
multime finita este neglijabila.

Teorema 3.6 (Criteriul de integrabilitate al lui Lebesgue). Conditia
necesara si suficienta ca f : [a,b] — R sa fie integrabila este:

i) [ sa fie marginita;

i1) multimea punctelor de discontinuitate a lui f sa fie neglijabila.

Definitie 3.7. f : [a,b] — R este continua pe portiuni daca erxista
a=x0 < <0 < T <y <o <y = b, astfel incat f este
continua pe (x;_1,x;) pentru orice i = 1,n, f(x; —0) si f(x; +0) sunt
finite.

Din teorema 3.6 rezulta ca functiile continue pe portiuni sunt inte-
grabile.

Teorema 3.8. Fie f : [a,b] — R integrabila. Daca g : [a,b] — R este
o functie astfel incat exista A C [a,b] finita astfel incat g(x) = f(z),
V€ [a,b] — A atunci g este integrabila si

/abg(x)dx - /abf(x)dx.

Din teorema 3.8 rezulta ca valoarea unei integrale definite nu se
schimba daca modificam functia de sub integrala intr-un numar finit
de puncte.
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4. PROPRIETATI ALE INTEGRALEI DEFINITE

1. Daca f,g : [a,b] — R sunt integrabile, atunci af + g este
integrabila pe [a, b] si

/ab[ozf(x) + Bg(x)]dx = oz/abf(x)dx + 5/abg(x)dx

pentru orice «, § € R.
b
= / f(x)dz - Fla,b) — R,

unde F este multimea functiilor integrabile pe [a, b], f f(z
I aplicatie liniara.
2. Daca f si g sunt integrabile atunci fg este integrabila.
3. Daca f,g : [a,b] — R sunt integrabile si f < g pe [a,b] atunci

J! fayde < [ g(a)da

4. Daca f este integrabila atunci | f| este integrabila si | fab flx)dx| <

S0\ f ()| de.

5. TEOREME DE MEDIE

Teorema 5.1. Fie f : [a,b] — R integrabila, m = inf{f(z) : = € [a, b]}
si M = sup{f(z) : © € [a,b]}. Fie g : [a,b] — R integrabila cu
proprietatea ca g > 0 (respectiv g < 0), pentru orice x € [a,b]. Atunci
exista pp cum < pu < M astfel incat

/f 2)dz = /abg(x)dx.

Corolarul 5.2. Fie f : [a,b] — R integrabila, m = inf{f(z) : z €
[a,b]} si M =sup{f(x):x € [a,b]}. Atunci exista p cum < p < M

astfel incat
/ f(x)dz = p(b— a).

Teorema 5.3. Daca f si g sunt ca in teorema 5.1 si in plus f este
continua atunci exista § € |a,b] astfel incat

[ e =1e) [ oty

Corolarul 5.4. Daca [ : [a,b] — R este continua atunci exista § €

[a,b] astfel incat
[ e = 5@~
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6. FORMULA LEIBNIZ-NEWTON

Teorema 6.1. Fie f : [a,b] — R continua si fie F(x) = [T f(t)dt,
pentru orice x € [a,b]. Atunci F'(x) = f(z), pentru orice x € (a,b).

Orice functie continua admite primitive.

Teorema 6.2. (Formula Leibniz-Newton) Fie F : [a,b] — R de clasa
C'. Atunci

F(b) — F(a) = / F'(x)dx.



REZUMAT CURS 4

1. INTEGRALE IMPROPRII

Teoria integralei definite s-a facut pana acum pentru functii margi-
nite definite pe un interval compact. In continuare extindem aceasta
teorie pentru functii care nu mai sunt marginite sau care nu mai au inte-

valul de definitie marginit: [ f(z)dz sau f; f(x)dz cu f nemarginita
pe[a, b].

Definitie 1.1. Fie f : [a,b) — R, b finit sau nu (f : (a,b] - R, a
finit sau nu). Presupunem ca f este integrabila pe intervalul compact
la,u], pentru orice a < u < b(respectiv f integrabila pe [u,b], pentru

orice a < u < b). Spunem ca f: f(z)dx este convergenta daca exista si

U b
este finita h}%/ f(z)dz (respectiv h{‘n/ f(z)dz) si notam

o [ s =1 [ s,

respectiv

b b
©) [ fa)de =t [ o).

Daca limita fie nu exista fie este infinita spunem ca integrala este di-
vergenta.

Exemplu 1.2. [~ dr _ cqnvergenta daca o > 1
v divergenta daca o < 1.

X dzx : X dx :
f1 2z este convergenta, ar f1 \/—de este divergenta.

Exemplu 1.3. f; (bfl—i)a, unde b este finit este convergenta daca o < 1
st
Y de (b—a)®
<U)/a (b—z) 11—«
st este divergenta daca o > 1.

. 2 dr . 2 do .
In particular, fl NoR este convergenta, iar fl 5 este divergenta.

1
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Exemplu 1.4. Analog ff@f—iw, unde a este finit este convergenta
pentru o < 1 st diwvergenta pentru o > 1. In particular, fol % este

convergenta, iar fol df este divergenta.
Teorema 1.5. Fie f, g : [a,b) — Ry integrabile pe [a,u] pentru orice
a<u<bsif(r) <g(zr), pentru orice x € [a,b). Atunci

1) Daca fabg(x)dx este convergenta atunci si fabf(a;)dx este conver-
genta;

2) Daca fabf(:v)dzv este divergenta atunci si f;g(x)dx este diver-
genta.

Exemplu 1.6. 1. floo C;fjgd:(;

cos*x 1
T T x/x
o . .
Cum fl dz este convergenta, rezulta conform Teoremei anterioare ca
2

00 cos? x
f1 N este convergenta.

2. [} g

1 Inx~’

Teorema 1.7. Fie f : [a,00) — R, integrabila pe [a,u], oricare ar fi
a < u.
1. Daca 3o > 1 astfel incat lim z®f(x) = { (exista si este finita)
T—00

atunci [ f(z)dx este convergenta.
2. Daca Ja < 1 astfel incat lim xf(x) > 0 atunci [~ f(z)dx este
T—00

divergenta.

Observatia 1.8. Daca f : [a,b) — R este integrabila pe fiecare inter-
val compact inclus in [a,b) si daca a < ¢ < b atunci f;f(x)dx este

. : b
convergenta daca st numai daca fc f(z)dz este convergenta.

2

Exemplu 1.9. 1. floo Tadr este convergenta.

Teorema 1.10. Fie f : [a,b) — Ry, b finit cu [ integrabila pe [a,u],
pentru orice a < u < b (respectiv f : (a,b] — Ry, a finit si f integrabila
pe [u, b],pentru orice a < u < b.)

1. Daca 3o < 1 astfel incat il;ri(b —z)*f(x) =L (respectiv 9131{[1(11(:6 -

a)®f(x) = {)(exista si este finita) atunci

b
/ f(z)dz este convergenta.
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2. Daca Ja > 1 astfel incat li;rll)(b —x)*f(z) > 0 (respectiv hén(x -
a)*f(z) > 0) rezulta ca

b
/ f(z)dzx este divergenta.

Exemplu 1.11. 1. f1 ﬁ

2 dx
’ fl (z+1)(2—x)
3. f2 dz

Inz
Teorema 1.12 (Cauchy). Fie f : [a,b) — R, b finit sau infinit si
f integrabila pe |a,u], pentru orice a < u < b. Conditia necesara si
suficienta ca fabf(x)dx sa fie convergenta este

/u f(x)dz

Definitie 1.13. ff f(z)dz se numeste absolut convergenta daca fab |f(z)|dx
este convergenta.

Ve > 0,3a < . < b astfel incat <eVu',u" € (d,D).

Teorema 1.14. Daca ff f(x)dx este absolut convergenta atunci f: f(x)dx
este convergenta.

Exemplu 1.15. foo P(z) d:c este convergenta daca Q(x) # 0, gr@Q >grP+

2.
P(z)
Q()

2

lim x exista si este finita,

P(z

deci [~
convergenta st i particular convergenta.

Observatia 1.16. 1. Fie f: [a,b) — R, b finit. Daca

da: absolut

b
Elli/rri f(z) = ¢ (finita) atunci / f(z)dz este convergenta.

Exemple 1.17. 1. fol s“;mdx este convergenta deoarece lim Sl;z =

1(finita). o

2. fl sin® 1 x) dx este convergenta deoarece lim Sm2(7171) =0.
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Teorema 0.1. (Criteriul lui Dirichlet) Fie f, g : [a,b) — R, integrabile
pe [a,ul, Va <u<b,b finit sau infinit.

Presupunem ca f este continua si 3 M > 0 astfel incat |F(u)| < M,
Va<u<bunde

F(u) = / " fl)da

si g € C, descrescatoare, pozitiva si li}% g(x) =0.
x

Atunci fabf(x)g(x)dx este convergenta.

Integrala lui Dirichlet

00 1 1 00 1
SIn T SIn x Sin xr
dr = dr + dx.
0 x 0o 1 T

Notam cu f(z) =sinz si g(z) = L. lim,_oo = = 0.

u
/ sin xdx
1

Rezulta ca || 100 Sig“”dx este convergenta. In concluzie integrala lui Dirich-

let este convergenta.

= |cosz| |} =|cosl — cosu| < 2, Vu

Teorema 0.2. (Criteriul integral al lui Cauchy) Fie f :[1,00) — Ry,

oo
descrescatoare. Atunci [ f(z)dx are aceeasi natura ca si Y, f(n).
n=1

[e.e]
Exemplu 0.3. floo g—i ~ n% este convergenta daca o > 1 si diver-
n=1

genta daca o < 1.

1 0 _dx ;
Yoo~y — este divergenta.

zln

n=

1. INTEGRALE CU PARAMETRU
Fie f : [a,b] X [¢,d] — R. Pentru fiecare t € [¢,d] x — f(z,t) :
[a,b] — R este integrabila pe [a,b] atunci integrala va depinde de t,

F(t) = fab f(z,t)dz, F : [c,d] — R. Mai general
1
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Definitie 1.1. Fie f : [a,b]x[c,d] = R si fiear, 5 : [c,d] — [a,b]. Daca
pentru orice t € [c,d| functia © — f(z,t) : [a,b] — R este integrabila

atunci F: [c,d] - R cu
B(t)
= / f(z, t)dz
a(t)

pentru orice t € [c,d] se numeste integrala cu parametru.

Teorema 1.2. (Proprietatea de continuitate)

Daca f : [a,b] x [c,d] — R este contz’nua si «, ﬁ [c,d] = [a,b] sunt
continue atunci F : [c,d] — R, F(t fﬁ(t t)dzx este continua
pentru orice t € [c,d).

Exemplu 1.3. Calculati %in(l) f02 x? cos(tr)dx.
H

Teorema 1.4. (Formula lui Leibniz de derivare a integralei cu parametru)
Fie f : [a,b] x [¢,d] — R continua si presupunem ca exista 2L si este
continua pe [a,b] X [c,d], iar «, B : [¢,d] — [a, ] sunt derivabile pe [c,d].
Atunci F : [c,d] — R, F(t) = ﬂ((t)) f(z,t)dzx, t € [c,d] este derivabila
pe [c,d] si

B(t)
P = [ G e FOS10)0 - ') lo(0).1

Teorema 1.5. Daca f [a,b] x [c,d] — R este continua atunci F :
le,d — R, F(t f f(z,t)dx, t € [c,d] este continua pe [c,d] si
fch = fa (fc flx,t dt) dzx, echivalent cu

/Cd (/abf(x,t)dx) dt = /ab (/Cdf(a:,t)dt> I

2. INTEGRALE GENERALIZATE CU PARAMETRU

Definitie 2.1. Fie f : D = [a,b) X [¢,d] — R, b finit sau nu. Daca pen-
tru orice t € [c,d], fabf(x, t)dx este convergenta spunem ca fabf(x, t)dx
este punctual (simplu) convergenta pe [c,d]. Echivalent

/u F(x,t)dz

Vte e, d],Ve>0,3a <. <b astfel incat < e,

Vu',u" € (0ey, b).
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Definitie 2.2. ff f(z,t)dx este uniform convergenta pe [c,d] daca ¥ e >
0, 36 > 0 astfel incat ’f;f”f(x,t)da: < e‘, Vou',u" € (O,b) si Wt €
e, d].

Teorema 2.3. Daca |f(z,t)| < p(x), V(z,t) € D si f z)dx este

convergenta, atunci fbf (x,t)dx este uniform convergenta pe [c, d].
Exemplu 2.4. foo M este uniform convergenta pe R.

Lema 2.5. Fie F(t f f(zx,t)dz, ¢ € [c,d], b finit sau nu. Fie
a < b, /b siFyl f f(x,t)dx. Atunci daca fjf(a:,t)dx este
uniform conve'rgenta pe [c, d] rezulta ca F,, = F pe [c,d).

Teorema 2.6 (Teorema de continuitate). Daca f este continua pe D si
fabf(a:,t)dx este uniform convergenta pe [c,d]. Atunci F este continua

pe [c,d] unde
b
:/ f(z, t)dx

Teorema 2 7. (Teorema de derivabilitate) Daca f si 8t sunt continue

pe D, f (x,t)dx este uniform convergenta pe [c,d] si f flx, t)dz
este punctual convergenta pe [c,d] atunci F este derivabila si

"of

Fe) = ot

o (@, t)d,

a

unde F(t ffxtdx

Teorema 2.8. Daca f este continua pe D si fabf(x,t)da: este uniform
convergenta atunci

/ab (/Cdf(:c,t)dt) da = /Cd (/abf(a:,t)dx> dt.
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1. INTEGRALA LUI DIRICHLET

Calculati [° *22dz.

Consaderam mtegrala cu parametru F'(¢ fo _“”’i%d:c cut>0.
Astfel F(0) = [;°®22dz. Deoarece |sin x] < |z|, pentru orice z € R
—to , pentru orice x si t. Fie A > 0 arbitrar atunci

avem |eftx512x| S e

1S T

e~ S e—td) S G—Ax

I

X

pentru orice ¢ > A, iar cum fooo e Mdy = %(Convergenta) rezulta ca
fooo e‘t”’i%dx este uniform convergenta pe [\, 00) deci si pe (0,00).
Deoarece functia de sub integrala este continua din teorema de conti-
nuitate rezulta ca F' este continua pe [0,00). Astfel F'(0) = 11{1(1) F(t).

O < [ e de = 7 si hm F(t ) 0.

o0 Q et sinx o tr o s =t o —azx _
Dar [~ &( da: fo sin xdz si |e ™ sin :cjog e~ pen
tru orice x > 0, 1ar fo e~ “dx este convergenta deci fo e~ sin xdx
este uniform convergenta pe [a,o0), orice @ > 0. Aplicand acum teo-
rema de derivare avem
1

Flt)=— | esinzdr=———.
(t) /Oe sin xdx e

Integrand obtinem F(t) = —arctant + C, pentru orice ¢ > 0. Dar

tli>rcr>10 F(t) =0=—5 4 C sideci C = 7. Asadar, F'(0) = 7.
2. INTEGRALELE LUI EULER

2.1. Integralele Euler de speta I (Functia Beta).

Definitie 2.1. Se numeste functia beta sau integrala lui Euler de prima
speta urmatoarea integrala generalizata cu parametri

1
B(a,b) = / (1 —2)"Ydz, a,b > 0.
0

1 1
= f02 + f%
Convergenta pe (0, %] daca a > 1 nu se pune problema convergentei

deoarece functia de sub integrala este continua pe [0, %] Daca 0 < a <
1
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1
1 atunci lim 217 (1 —2) ' =1, a=1-a < 1deci [72% (1~
z—

x)b_ldx este convergenta.
Convergenta pe [%, 1): Daca b > 1 atunci nu se pune problema con-
vergentei, iar daca 0 < b < 1 atunci lifrr%(l — )N (1 —2) =1
x

finita cu a = 1 — b < 1 si astfel integrala este convergenta.
B(1,1) =1 si B(a,b) este convergenta pentru orice a,b > 0.
Teorema 2.2. (Proprietati) Daca a > 1 atunci
a—1
a+b—1
In particular pentru m,n € N*, m > 2 avem
(m—1)!(n—1)!
(m, — 1)!

B(a,b) = B(a —1,0).

B(m,n) =

2.2. Integrala Euler de speta all-a (Functia gama).

Definitie 2.3. Se numeste functia gama sau functia lui Euler de speta
a II-a urmatoarea integrala generalizata cu parametru

I(a) = / e 2" 'dx, a > 0.
0

Descompunem integrala in fol + floo.

Daca a > 1 atunci nu se pune problema convergentei pe [0, 1] deoarece

functia de sub integrala este continua. Daca 0 < a < 1 atunci lim z!7%

N0

xafl —

1 finita si astfel fol este convergenta deoarece « =1 —a < 1.
2, ,—x

o0 . _ .
Pentru fl - Deoarece lim x?e %z% ! = lim
r—r00 Xr—r00

a

=0, a=2>1
rezulta ca floo este convergenta. In concluzie I'(a) este convergenta
pentru orice a > 0. In plus, I'(1) = 1si D(a+ 1) = [;" e "adz =

—z%e |5 +a [T e " 'de = al'(a).(Functia T' generalizeaza factori-
alul)

Exemplu 2.4. (Integrala Poisson) [;° e dr = \/TE Atunci T'(3) =

—x o0 7t2 o0 T .
I edr = [T S2tdt = 2/, e dt = 2% = m. In continuare,

D) =T(+1) = 3T() =5, T(3) = §T(3) = >

3. DRUMURI PARAMETRIZATE

Definitie 3.1. Se numeste drum parametrizat orice functie vectori-
ala continua v : [a,b] — R3, r(t) = (x(t),y(t),2(t)), t € I = [a,b].
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FEcuatiile

x(t)
y(t)
z(t),

t € [a,b] se numesc ecuatiile parametrice ale drumulus.

x
Y
z

— — —
TH)=at)d +yt)j +20t)k, tel
Definitie 3.2. Se numeste suportul drumului r,

r(I) = {(z(t),y(1), 2(t)) - ¢ € I}.

Daca I este un interval compact [a,b] atunci suportul sau este o mul-
time compacta si conexa. Punctele r(a) si r(b) se numesc capetele
(extremitatile) drumului. Notam cu (I,7) un drum parametrizat.

— —
Exemplu 3.3. Fie 7 (t) = Rsint i 4+ Rcost j , t € [0, 7] Ecuatiile
parametrice sunt
{x(t) = Rsint

y(t) = Rcost,

t € [0,Z]. Observam ca pentru orice t € [0,3] verifica ecuatia x* +
y? = R?. Astfel suportul acestui drum este sfertul de cerc cu centrul in
origine si de raza R.

— — —
Exemplu 3.4. Fie 7 (1) = Rcost i + Rsintj + htk, t € [0,2x].
Ecuatiile parametrice sunt

x = Rcost
y = Rsint
z = ht,

t € [0,27]. Suportul acestui drum este elicea circulara de pas h. Pentru
t =0 avem A(R,0,0), pentru t = 5 avem B(0, R, %h), pentru t = T,
C(=R,0,7h), iar pentru t = 27, D(R,0,2mh).
Definitie 3.5. (I,7) se numeste simplu daca pentru orice ty, ty € I,
t1 # ty avem r(t1) = r(ta).

(I,7) se numeste neted(regulat) daca x, y, z € C1 si

2 (t) +y(t) + 22(t) > 0,

pentru orice t € 1.
(I,7) se numeste inchis daca r(a) = r(b).
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xr = Rsint
y = Rcost,

Definitie 3.7. Fie (I1,71), (I2,r2). Spunem ca aceste drumuri sunt
echivalente si notam (Iy,r1) ~ (I3, 72) daca exista X : I} — Iy bijectiva,
A € C' strict monotona cu N(t) > 0, pentru orice t € I sau N(t) <0,
pentru orice t € I astfel incat

ra(A(t)) = 71(t),

Exemplu 3.6.

t €0,2n].

pentru orice t € 1.

Evident cele doua drumuri echivalente au acelasi suport.
Un drum parametrizat se considera orientat in sensul cresterii parametru-
lui.

— —
Exemplu 3.8. Fie 71(t) = Rsinti + Rcostj, t € I, = [0,7],
— — . a1 - -
72(u) = Rcosui + Rsinuj, u € I = [0,7] si Ta(z) = zi
%

VR? =225, 2€0,R].

(I1,71) ~ (I3,73) au aceeasi orientare, iar (I,r1) ~ (Iy,1r9) au ori-
entart opuse.

Definitie 3.9. Se numeste curba o clasa de drumuri parametrizate
echivalente. Drumul (I,r) determina curba v = {(Iy,r1) : (I1,r1) ~
(I,m)}. Cum (I,r) ~ (I,r) rezulta ca (I,r) € . Notam cu v, =
{(I1,r1) : (I,r1) ~ (I,r) au aceeasi orientare } si v_ = {(I1,r) :
(I1,71) ~ (I,7) au orientare opusa }.

Exemplu 3.10. v, curba determinata de (Iy,r1), (I3,73) € (7)s si
(I2,72) € (71)--

O curba parametrizata este simpla (inchisa, neteda) daca drumul
care o determina este simplu (inchis sau neted). O curba simpla este
orientata pozitiv daca drumul care o defineste este orientat in sensul
cresterii parametrului si negativ in caz contrar.

4. LUNGIMEA UNEI CURBE (CURBE RECTIFICABILE )
Fie r(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [ = [a,b] sifiea =1ty <t; <--- <

i<t <---<t,= b, MZ[ZL’(tl), y(tl), Z(tz>], A= Mg[l’(to), y(t0)7 Z(to)]
si B = M,[z(b),y(b), z(b)].
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Fie

=D MM
i=1

= Z V(@) — x(tio)? + (y(t) — y(tiz1))? + (2(t:) — 2(t;-1))?

lungimea liniei poligonale obtinuta prin unirea succesiva prin segmente
de dreapta a punctelor M;. Evident daca A’ < A" atunci La/(r) <

LA// (7")
{La}a C Ry poate fi marginita superior sau nu.

Definitie 4.1. Spunem ca (I,1) este rectificabil daca {La}a este ma-
jorata. Pentru un astfel de drum rectificabil se numeste lungimea sa
numarul L(r) = supa{La}a < 0.

Observatia 4.2. Pentru orice n > 0 exzista A, cu ||A,| < L astfel

incat lim La, = L. (L(r) — 2 < L, (r) < L(r)).
n—oo

Teorema 4.3. Orice drum neted este rectificabil(are lungime) si
b
_/1¢f@y+y@y+z@yﬁ.
’ —

%
Demonstratie. Pentru z(t) = 0, 7(t) = z(t) i +yt) 7, t € [a,b] si
fie Ata=t)h <t < - <t <t <- -+ <t,=0>b Atunc

La = é V(@) — x(tio1))? + (y(t;) — y(ti—1))?. Aplicand teorema lui

Lagrange exista &; si n; in intervalul deschis (¢;_1,t;) astfel incat

La = Z \/xl(&')Q(ti —tic1)2 +y ()2t — tiz)?

_Z\/x )2 4y (0:)*(t; — tiza).

Deoarece functia g : [a,b] — R, g(t) = \/2'(t)? + y/(t)? este continua
deci si integrabila avem

=N VI @R+ g (€)%t — tin)
i=1
si lim oa(g;€) = fab 2/ ()2 + y/(£)2dt. Pe de alta parte,

A[]l—0

|1La—0oa(g;§)] < Z V' (&) + — V()2 + v (&)2(ti — tia)
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si tinand cont de inegalitatea
Va2 + b2 —Ve2+d? <l|a—c|+|b—d|,

pentru orice a, b, ¢ si d obtinem

Lo —oalg; )1 <D ly0n) — y(&)I(t — tioa).

i=1
Cum ¥ este continua pe [a, b], ¢’ este uniform continua si astfel

Ve > 0,36, > 0 astfel incat pentru orice t',t" € [a,b] cu |t —t"| < 0. sa avem
5
Y —yt")| < —.
() (e <
Alegem acum diviziunea A astfel incat |n; — &| < t; —tio1 < ||A] < 0
si astfel

ly'(ni) — ' (&) < ﬁ

si
n

€
[La —oalg;§)] < P a ;(tz‘ —ti1) =
Astfel am aratat ca pentru orice diviziune A cu ||Al| < 0. avem
[La —oalg:§)] <e.

Deoarece g este marginita pe [a, b] atunci oa(g; §) este marginita pentru
orice diviziune A si orice ¢ si folosind inegalitatea anterioara obtinem
ca {La} este marginita. Astfel am aratat ca r este rectificabil. Fie
L = sup, La atunci din definitia marginii superioare rezulta ca pentru
orice n > 1 exista o diviziune A,, a intervalului [a, b] astfel incat

1
L—=<La, <L
n

Putem presupune ca ||A, || < %(pentru ca in caz contrar rafinam diviz-
iunea pana cand obtinem o diviziune A,, < A! cu aceasta proprietate).
Fie A, cu [|Ayll < £, La, — L,

|La, —0a,(g:8)] <e.

Luand n — oo obtinem

L / O O] < -

si astfel

L :/ V()2 + v/ (t)2dt.
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= Rsint
Exemplu 4.4. Fie {x S t €10,27]. Atunci L = 27R.
y = Rcost,
x = Rcost
Exemplu 4.5. Fie< y = Rsint  cut € [0,27]. Atunci L = 2w/ R? + h2.
z = ht,

5. REPREZENTAREA PARAMETRICA NORMALA A UNUI DRUM
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1. LUNGIMEA UNEI CURBE (CURBE RECTIFICABILE )

Fie r(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [ = [a,b] sifiea =ty <t; < - - <
tz‘—l < tz < e K tn = b, MZ[ZL’(tl), y(tl), Z(tzﬂ, A= MQ[I(to), y(t0)7 Z(to)]
si ? = M,[z(D), y(b), z(b)].

La(r) =Y || M M|
=1

= Z V(@(t) = x(tiz1))? + (y(ts) — y(tiz1))? + (2(t:) — 2(ti1))?

lungimea liniei poligonale obtinuta prin unirea succesiva prin segmente
de dreapta a punctelor M;. Evident daca A’ < A” atunci La/(r) <
L A (’I’ )

{La}a C R, poate fi marginita superior sau nu.

Definitie 1.1. Spunem ca (I,7) este rectificabil daca {La}a este ma-
jorata. Pentru un astfel de drum rectificabil se numeste lungimea sa
numarul L(r) = supa{La}a < 0.

Observatia 1.2. Pentru orice n > 0 exzista A, cu ||A,| < L astfel

incat lim La, = L. (L(r) — = < La, (r) < L(r)).
n—oo

Teorema 1.3. Orice drum neted este rectificabil(are lungime) si

L= / N IR OEIOE 3

= Rsint
Exemplu 1.4. Fie {93 i t €10,2n]. Atunci L = 27R.
y = Rcost,
x = Rcost

Exemplu 1.5. Fie{ y = Rsint  cut € [0,27]. Atunci L = 27/ R? + h2.
z = ht,
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2. REPREZENTAREA PARAMETRICA NORMALA A UNUI DRUM

Fie (I,r) un drum neted. Conform teoremei anterioare acest drum
este rectificabil si lungimea sa este

B / VIR + Y (O + 2 (0

Notam cu s = A(t) = [ \/2'(u )2 + 2/ (u)?du.
Daca M (x(t), ( ,2(1)) atuncn s = )\( ) reprezinta lungimea arcului

AM. Dar
= /a/( 24 2(t)% > 0,

pentru orice ¢ € [a,b], Ma) = 0 si /\(b) = L si astfel A : [a,b] — [0, L]
este de clasa O!, strict crescatoare si bijectiva, iar inversa ei \7! :
[0, L] — [a,b] este de asemenea o functie de clasa C'. Consideram in
continuare functia vectoriala p(s) = r[A7!(s)], pentru orice x € [0, L].
Observam ca drumurile 7 si p sunt echivalente. Daca notam Z(s) =
zA7H(s)], 9(s) = y[A71(s)] si Z(s) = z[A"!(s)] pentru fiecare s € [0, L]
atunci = Z(s), y = §(s) si 2 = Z(s), s € [0, L] este o reprezentare
parametrica a drumului r(deoarece p ~ r).

Definitie 2.1. Reprezentarea parametrica x = Z(s), y = y(s), z =
Z(s), s € [0,L] se numeste reprezentarea parametrica normala a dru-
mului 7.

In reprezentarea parametrica normala parametrul s reprezinta lungimea
arcului AM, unde A(Z(0),7(0), 2(0)) si M(Z(s),7(s), Z(s)).
Exemplu 2.2. Fie drumulr : |0, ] — R? definit prinr(t) = (Rsint, Rcost),
t €[0,Z]. Atunci avem L = L(s fo VR?cos?t + Rsin®tdt = R%

"2
sis=M\t) = fo VR2cos?u + R2 sin® udu = Rt, ¢ € [0,2]. Functia in-

versa estet = A\"'(s) = &, s € [0, %] Astfel reprezentarea sa normala

este {a:( 5) = Rsin 4

J(s) = Rcos &, s € [0, 2]
Drumul p = p(s) = (Z(s),9(s)), s € [0, £F] este echivalent cu drumul
r St are aceeasi orientare ca Sir.

—
Exemplu 2.3. Consideram un drum parametrizat 7 (t) = z(t) i +
7t

y(t)7 + Z(t)? atunci 7' (t) = x’(?ﬁ)7> —f-g/(lﬁ)?> +2(t) k siT= ﬁ
este versorul tangenter la curba, orientata in sensul cresterii parametru-
lui s adica de la A catre B.

Intr-adevar, 7 (s) = T [A\"1(s)] si

7,<S):dr[A*I(s)]d[A“(s)]:d7(t) 1 ()
d]A\"1(s)] ds . Nt |7
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unde t = A\71(s) si N(t) = \/2'(t) 24 2(t)2.
3. INTEGRALE CURBILINII DE PRIMA SPETA

Definitie 3.1. Fie v : 7 (t) = :16(75)7> + y(t)7 + z(t)?, t € [a,b] o
curba neteda si simpla si fie 7 (s) = j(5)7+ﬂ(5)7+5(5) k,tel0,L]
reprezentarea normala a curbei 7. Fie deasemenea F' : Q C R? — R
continua (y C Q)(contine suportul curbei). Se numeste integrala cur-
bilinie de prima speta a functier F' pe curba v urmatoarea integrala

definita fOL[:E(s),g(s),Z(s)]ds daca aceasta exista si pentru integrala
curbilinie de prima speta folosim notatia f7 F(x,y, z)ds,

[yF(w,y,z)ds dzef/OL[i:(s),g(s),é(s)]ds.

Reamintim ca s = =[5/ (u 2+ 2/(u)?du este ele-
mentul de arc.

Daca am cunoaste reprezentarea normala a oricarei curbe atunci in-
tegrala definita de mai sus ar fi suficienta pentru calculul integralei cur-
bilinii de prima speta. De obicei, o curba este data printr-o reprezentare
parametrica in care parametrul ¢ este oarecare si reprezentarea sa nor-
mala nu se cunoaste. Urmatoarea teorema ne permite calculul inte-
gralei curbilinii de prima speta in cazul in care reprezentarea paramet-
rica este oarecare.

Teorema 3.2. Fie vy o curba neteda si fie v = x(t), y = y(t), z = 2(t),
t € [a,b] o reprezentare parametrica a sa. Daca A C R3 este o multime
care contine suportul curbei v, F': A — R este continua atunci exista
integrala curbilinie de prima speta a functier F' pe curba -y

b
/F(x, y,2)ds = / Fla(t),y(t), 2(t)]\/ o' ()2 + 9/ (t)2 + 2/(t)2dt.
Observatia 3.3. In cazul curbelor plane avem
b
[ Fads = [ Flato). otV @R+ o7

Exemplu 3.4. fw ayds, unde v : 2> +y* =R?, x>0, y > 0.

Semnificatia fizica: Presupunem ca arcul AB este un fir material de
grosime neglijabila neomogen (densitatea lui in fiecare punct este data
de F') atunci integrala curbilie de prima speta reprezinta masa unui fir

material AB.
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[, F(x,y,z)ds reprezinta masa unui fir material de grosime negli-
jabila care are forma curbei v de suport AB si de densitate F =
F(z,y,z), pentru orice (z,y,2) €AB.

Proprietati

1) J, F(x,y, z)ds nu depinde de orientarea curbei +.

2) [, ds reprezinta lungimea curbei 1.

3) [,(aF + BG)ds = o [, Fds + (3 [, Gds.

4) Daca F' < G atunci [, Fds < [ Gds.

5) Daca v1 : r = 11(t), t € [a,b], vo : 7 = 1ro(t), t € [b,c] siri(b) =
ro(b) atunci v = 3 U7y, juxtapunerea curbelor v; si v,

(
o _ rl(t)a le [CL?b]
vir=rit) = im(t), telb

Atunci
/ F(z,y,2)ds = / F(z,y,2)ds+ [ F(x,y,z)ds.
71U72

71 2

Definitie 0.1. O curba v se numeste neteda pe portiuni daca este juxta-
punerea unui numar finit de curbe netede. Mai general, daca v = U ;,
i=1

1=

v; netede atunci
[ Fas=3 [ Fs.
v =17

Exemplu 0.2. Sa se calculeze [, ryds, unde 7 : 2+t =4, >0,
y > 0.

1. INTEGRALA CURBILINIE DE SPETA A DOUA

Fie v o curba neteda de suport AB , 0 C R? ce contine suportul AB
al curbei v V : Q C R3 — R3 o functie vectoriala continua, V(z,y, z) =

(P('T7 y? Z>7Q<x7 y7 Z)"R(x’ y7 Z))?
— — —
V(@,y,2) = Ple.y.2) 7 +Q,y.2) ] + Rl,y.2) k.
Fie z = Z(s), y = y(s), z = Z(s), s € [0, L] reprezentarea normala

a curbei v si notam cu 7 versorul tangentei la curba v in punctul
MIz(s),y(s),2(s)] € AB. Stim ca

— — — — — —
T =i +70) ] +7(t)K =cosai +cosfj +cosyk,
1
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unde «, 3, v sunt unghiurile pe care le face 7 cu OX, OY si OZ.

Definitie 1.1. Se numeste integrala curbilinie de speta a doua a func-
tiet 7 pe curba v, urmatoarea integrala definita

=N
—
[V
N—
<)
—~
»
N—
™
—
w
=
=
—~
»
N~—
&
—~
»
SN—
<
—
V)
S~—
™
—~
»
N—
2
—
Vo)
P
N—
QL
&0

si folosim notatia

L
[ Py, 2)de+ Qg 2)dy + R,y 2)d= 2 [TV - s
Y+

= [ (PL(s).3(6), () (5)
HQUE(S), 5), ()15 (5) + RI(), 5(5), 2(5))2 () .

Teorema urmatoare ne permite calculul integralei curbilinii de speta
a doua atunci cand reprezentarea parametrica a curbei este una oare-
care.

Teorema 1.2. Fie v o curba neteda si fie v = z(t), y = y(t), z =
2(t), t € [a,b] o reprezentare parametrica a sa. Notam cu vy curba 7y
orientata in sensul cresterii parametrului t. Daca Q C R? ce contine

suportul curbei -y, AB si fie 7 = (P,Q,R) : Q — R3 este o functie
vectoriala continua. Atunci exista integrala curbilinie de speta a doua

pe Yo a functiei V' si

[ Py 2o+ Qlay. 2y + Riw.y, 2)dz = [ (Plalt),y(e), 2(0)'(0)
+QLa(),y(2), 20}y (1) + Ria(t) (1), 2(0)'(®) .

Exemplu 1.3. Sa se calculeze §,y*dx — x*dy, unde y : (x —1)* + (y —
1) = 1. (integrala pe o curba inchisa si se marcheaza printr-un cerc
pe semnul integralei)

{x—lzcost

y—1=sint, t € [0, 27]
s1 obtinem ca I = 0.

Interpretarea fizica: [,, Pdr+Qdy+Rdz reprezinta lucrul mecanic
efectuat pentru deplasarea unui punct material pe curba v, sub ac-

e
tiunea fortei variabile 7 =Pi+Qj +Rk.
Proprietati
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1) Integrala curbilinie de speta a doua depinde de orientarea curbei.

Pdx + Qdy + Rdz = — | Pdzr + Qdy + Rdz.

= v+

Intr-adevar, versorul tangenta la curba v_ intr-un punct M € AB este
egal cu —7 si astfel

Pdr+Qdy+Rd= — A "V (—P)ds == — A "VPds = - / Pdr+Qdy+Rdz.

= +

2) Daca 7 este neteda pe portiuni (este juxtapunere de curbe netede),
p
v = U ~; atunci
i=1

p

Pdz + Qdy + Rdz = Pdzr + Qdy + Rdz.

7+ =17 (n)+

2. INDEPENDENTA DE DRUM A INTEGRALEI CURBILINII DE SPETA A
DOUA

Ne punem problema cand integrala curbilinie de speta a doua de-
pinde numai de extremitatile curbei si nu de curba insasi.

2.1. Elemente de teoria campurilor. Fie Q C R?® domeniu (mul-
time deschisa si conexa).

Definitie 2.1. Se numeste camp scalar orice functie ¢ : 0 — R. Daca
¢ € C*(Q) spunem ca ¢ este camp scalar de clasa C*.

Definitie 2.2. Se numeste camp vectorial orice functie vectoriala F -
O — R3,
— — —
Fle,y.2) = Ple,y,2) T +Qa,9,2) ] + R(x,y,2) k.
Definitie 2.3. Fie ¢ : Q — R un camp scalar de clasa C'. Se numeste
gradientul lui ¢ si se noteaza cu grad o
0p— 0p— Op—
gmd¢:—¢i +—¢j +i5 = Vo,
ox dy 0z

unde

0 0 0
V( nabla ) = ax?+ay7+ ({)Z?

Definitie 2.4. Fie ?(z, y,z) = P(x,y, z)?—l—@(x, Y, z)?—l—R(m, Y, z)%>

un camp vectorial de clasa C*. Se numeste divergenta lui st se
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noteaza cu div ?,

div?:ap—i—aQ R

or "oy T o
_ _opP 0@ OR
_v'?_aﬁaﬂaz’

unde produsul scalar de mai sus este unul formal.

— — —
Definitie 2.5. Fie ?(:L‘,y,z) = P(z,y,2) i +Q(x,y,2) j +R(x,y, 2) k
un camp vectorial de clasa C*. Se numeste rotorul lui ? si se moteaza

cu 1ot I,
_(OR 0Q\— (0P OR\—  [(0Q ap>—>
mt?‘(ay 8z>l+<8z 8y>j+<8m ay ) *
Maz putem scrie ca
T 7F
ot F=VxF=2 2 o
P @ R

— — —
Definitie 2.6. Fie F(Jc,y,z) = P(x,y,2) i +Q(z,y,2) j +R(z,y,2) k .
Spunem ca ? este un camp potential daca exista ¢ : Q — R? de clasa
C! astfel incat

?:gmdqb,
adica
_09 5 00 p_ 99
P—ax,Q—ayszR—az.

Definitie 2.7. Un camp ? se numeste solinoidal (tubular) daca div ? =
0.

Definitie 2.8. Un camp ? se numeste irotational daca rot ? =0.

Definitie 2.9. Fie P, Q, R : Q2 — R. Se numeste forma diferentiala
de gradul intai pe 2, de coeficienti P, (), R urmatoarea expresie

pentru orice (x,y,z) € Q. Daca in plus P, Q, R sunt de clasa C?(Q)
atunci w se numeste forma diferentiala de ordinul intai de clasa CP.

Definitie 2.10. O forma diferentiala de ordinul intai
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pentru orice (x,y,z) € Q se numeste exacta daca exista o functie u €
CH(Q) astfel incat w = du pe Q, adica

@ ou . ou

— —
Observat_i>a 2.11. Daca ?(m,y,z) = P(x,y,2)i + Q(z,y,2)j +
R(z,y,2) k, (x,y,2) € Q atunci w de coeficienti P, Q, R este exacta
pe 0 daca este un camp de potential.

Definitie 2.12. Spunem ca [ P(z,y, z)dz+ Q(z,y, 2)dy + R(z, vy, z)dz
nu depinde de drum pe Q daca oricare ar fi y1, 72 C €2 curbe netede pe
portiuni avand aceleasi capete A, B avem
/ P(z,y,z)dr + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz = / P(z,y,z)dx
71 Y2
+Q(2,y,2)dy + R(z,y, z)dz.

Teorema 2.13. Fie Q C R3 un domeniu si P, Q, R functii reale
continue pe 2. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Forma diferentiala w = Pdx + Qdy + Rdz este exacta pe );

(11) [w nu depinde de drum;

(iii) ¢, w = 0, pentru orice curba inchisa v, neteda pe portiuni al
caret suport este inclus in Q.
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1. INDEPENDENTA DE DRUM A INTEGRALEI CURBILINII DE SPETA A
DOUA (CONTINUARE)

Definitie 1.1. Fie w = Pdx + Qdy + Rdz o forma diferentiala de
ordinul intai de clasa Ct. w se numeste inchisa daca

(or _ 9Q
1 0y~ Oz
9Q _ OR
oz ~ Oy
tajzal
ox oz "

Observatia 1.2. Daca consideram campul vectorial ? Q= R3,
— — -

(x,y,2) € Q atunci w este inchisa daca si numai daca campul ? este
irotational adica daca
OR 0Q\ — oP OR\ — 0Q 0P\ —
PE = (292 Ea ) <o
T <8y 82) 2+<8z 8x>]+<8:v 8y>

Teorema 1.3. Fie Q C R?® o multime deschisa, marginita si conveza.
Atunci w este exacta daca st numai daca w este inchisa.

Exemplu 1.4. Sa se calculeze integrala

f(2y2 — 4y + x)dr + 4x(y — 1)dy,
.

unde v : 22 + y? — 2y = 0. Deoarece g—g = %—5 rezulta ca w este inchisa

st deci integrala este 0. Sa se verifice si direct folosind parametrizarea
x =cost, y=1+sint, t € [0,27].
Exemplu 1.5. Sa se calculeze
(2,4,5)
/( yzdx + zxdy + rydz.

1,2,3)

OR _ 0Q _ orP _ OR _ , 0Q _ 9P _ ; ;
Cum by — o =T 5, = =Y go =5y =% astfel ca w este inchisa

si deci exacta prin urmare

(2’475)
/ w=u(2,4,5) — u(1,2,3) = 40 — 6 = 34,
(172’3)

2 4 5
u(z,y, 2) = A P(t,2,3)dt + L Q(2,t,3)dt + A R(2,4,t)dt = 34.

1
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2. ARIA UNEI MULTIMI PLANE

Fie D = [a,b] X [c,d] atunci aria(D) = (b — a)(d — ¢).
P
Definitie 2.1. £ C R? se numeste elementara daca E = U D;,
i=1
D; = [a;, bi] X [¢;,d;] si D; N D=0 daca i # j. Cu alte cuvinte prin
multime elementara in plan intelegem o reuniune finita de dreptunghi-

uri cu laturile paralele cu axele de coordonate fara puncte interioare.
Prin definitie

. def P .
aria(E) =Y aria(D;).
i=1

Fie £ familia tuturor multimilor elementare din plan si fie A C R?
o multime marginita (M > 0 astfel incat +/||(z,y)|| = z* + y* < M,
pentru orice (z,y) € A). Notam in continuare cu

S*(A) = inf{ariaF; F D A F € £}
sl
S.(A) =sup{arial; E C A, E € £}.

Daca A nu contine nicio multime elementara atunci definim S,(A) = 0.

Astfel exista S.(A) < S*(A).

Definitie 2.2. Spunem ca A C R? marginita are arie daca S.(A) =
S*(A) = S(A) = aria(A).

Observatia 2.3. Orice multime elementara are arie si aceasta coincide
cu suma arvilor dreptunghiurilor care o compun.

Exemplu 2.4. FExista multimi plane care nu au arie. Fie

D(x) = {1, daca x € Q
_iO, daca v € R —Q,

functia lui Dirichlet st fie
I'={(z,y) eR*0<2<1,0<y<D(z)}
Atunci S,(I') = 0 si S*(I') = 1 si astfel I' nu are arie.
Urmatoarul rezultat ne furnizeaza exemple de multimi care au arie.

Propozitia 2.5. Fie f : [a,b] — Ry integrabila si fie 'y = {(x,y) €
R%a <z <b 0<y<f(x)} (subgraficul sau) atunci I’y are arie si

aria(I'y) :/bf(a:)da:
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Exemplu 2.6. Calculati aria elipser 2—; + %j — 1 = 0. Din motive de
simetrie este suficient sa calculam aria sfertulur de elipsa din primul

cadran. In acest caz, y = S\/az —x? si

O N Gl
4 0 a 4

Exemplu 2.7. Fie f,g : [a,b] =& R cu f(x) < g(z), pentru orice
x € [a,b] sifie

Prg={(z.y) eER%a<z <b, f(z) <y <g(o)}
atunci aria(T's,) = [lg(x) — f(2)]dz.
Exemplu 2.8. Fie p : [, 8] — Ry continua si fie T = {(0,p);a <
0 <B,0<p<p(0)}. Atunci aria(l') = 1 [7 p*(0)db.

Teorema 2.9. Fie A C R? marginita si fie C = fr(A) YANCTA

frontiera lui A. Daca C este neteda pe portiuni atunci A are arie.

Definitie 2.10. Fie A C R? marginita. Se numeste diametrul lui A,
diam(A) = sup{dist(M,N); M € A,N € A}.

Definitie 2.11. D C R? se numeste domeniu compact daca D este
multime inchisa marginita si coneza.

Definitie 2.12. Fie D un domeniu compact care are arie. Se numeste
partitie a lut D orice familie finita de subdomenii D; C D, i = 1,p
care au arie, nu au puncte interioare comune (D; N D;= 0,i+#7j) si

D= 6 D; (aria(D) = i aria(D;) ).
i=1 i=1

Notam cu p partitia Dy, Dy, ..., D, alui D. Definim norma partitiei
|lpll = max{diam(D;); 1 < i < p}.

Definitie 2.13. O partitie p’ : (Dj;)1<i<p spunem ca este mai fina ca
1<j<n;
!/

n;
partitia p : (D;)1<i<p 88 notam p < p' daca D; = U Dj;, pentru orice
j=1

i = 1,p. Cu alte cuvinte daca fiecare subdomeniu al partitiei p este o
reuniune finita de subdomenii ale partitiei p'.

Observatia 2.14. Daca p < p" atunci ||p|| > ||/’

Fie p: Dy, Dy, ..., D, o partitie a domeniului D sifie f: D — R o
functie marginita. Notam cu

m = inf{f(z,y); (z,y) € D},
M = sup{f(x,y); (l’,y) € D}7
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m; = lnf{f(xv y); (as,y) < DZ}
si cu

M; = sup{f(z,y); (z,y) € Di}.
Este evident ca

(1) m < m; < M; < M,
pentru orice 7. Sumele Darboux corespunzatoare functiei f si partitiei

p sunt definite astfel
P

s, = »_m; - aria(D;)

i=1
si
p
Sp = Z Mz . aria(Di).
i=1
Folosind relatia (1) obtinem

(2) m - aria(D) < s, < S, < M - aria(D).
Lema 2.15. Daca p < p" atunci s, < sy < Sy <8,
Lema 2.16. Pentru orice doua partitii ale domeniului D, p' si p” avem
Sy < Sy
Notam in continuare cu

I, def sups, < M - aria(D)
o

sl cu
I < inf S, > m - aria(D).
p

Prin urmare au loc inegalitatile
(3) m - aria(D) < [, < I* < M - aria(D).

Definitie 2.17. Spunem ca f este integrabila pe D daca I, = I* = I, si
notam cu I = [[p f(z,y)dxdy si se numeste integrala dubla a functiei
f pe domeniul D.

Exemplu 2.18. Fie f(z,y) = ¢, pentru orice (x,y) € D. Atunci
m =m; = M; = M = c, pentru orice i Si

P
s, = Y_c-aria(D;) = caria(D) = S,,.
i=1

Astfel I* = I, = ¢ - aria(D) si [[pcdzdy = ¢ - aria(D). Prin urmare
[[p ldzxdy = aria(D).
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1. INTEGRALA DUBLA (CONTINUARE)

Teorema 1.1. (Criteriul de integrabilitate al lui Darboux) Fie D un
domeniu compact care are arie si fie f : D — R o functie marginita.
Conditia necesara si suficienta ca [ sa fie integrabila pe D este ca
Ve > 0, 4. > 0 cu proprietatea ca pentru orice partitie p, partitie a lui
D, cu|p|| <. sa avem S, —s, <e.

Teorema 1.2. Orice f: D — R continua este integrabila pe D.

2. SUME RIEMANN

Fie p: Dy, Dy, ..., D, o partitie a lui D si fie (§,1;) € D; oarecare,
g: (517"'751))7 n= (7717---,7713)-

Definitie 2.1. Suma Riemann atasata functiei f, partitiei p si punctelor
intermediare (§;,m;) se defineste astfel

O-p(fa §7 77) = Z f(gz, nl)arla’(Dl)
=1

Deoarece m; < f(&,n;) < M;, pentru orice i = 1, p rezulta ca

Sp < Up(fa&?ﬁ) < Spv
pentru orice (§,7).

Definitie 2.2. Fie D un domeniu compact si fie f : D — R o func-
tie marginita. Spunem ca [ este integrabila pe D daca exista I €
R (finit) cu proprietatea ca ¥e > 0, 35. > 0 cu proprietatea ca pentru
orice partitie p, partitie a lui D, cu ||p|| < d. si orice (&,m) sa avem
lo,(f,&,m) —I| <e. Numarul I se numeste integrala dubla a functiei
| pe domeniul D si se noateaza I = [[p f(z,y)dxdy.

Teorema 2.3. (Riemann) Fie f : D — R o functie marginita. Con-
ditia necesara si suficienta ca f sa fie integrabila pe D este sa existe
I € R(finit) astfel incat Vp,, ||pal — 0 si orice (€™, n™) sa avem
o, (f, €™ n™) — T cand n — oo.

Observatia 2.4. Daca f este integrabila pe D atunci pentru orice sir
de partitii {pn} ale lui D cu ||p,]] — 0 avem
Jim s, = lim S, = im0, (5,670") = [ fa.y)dedy.

1
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Proprietati
1) [[p ldxdy = aria(D);

2) [p(ef + Bg)dzdy = o [[p f(x,y)dady + B [[p g(x,y)dzdy;
3) Daca f si g sunt integrabile pe D si f(x,y) < g(z,y), pentru orice

(x,y) € D atunci

/A) flx,y)dxdy < /A) g(x,y)dzdy.

4) Daca f este integrabila pe D atunci |f| este integrabila pe D si

/A) f<x’y)df’fdy‘ = /A) |f (2, y)|dzdy.

5) Daca f este integrabila pe D si notam cu m respectiv M marginea
inferioara si respectiv marginea superioara a functiei f pe D atunci
exista p, m < pu < M astfel incat

//D f(z,y)dxdy = p - aria(D).

In plus daca f este continua pe D atunci exista un punct (§,1) € D
astfel incat

[ 1w vydzdy = (& maria(D).

6) Daca D = D U D5 este reuniunea a doua domenii compacte Dy,
Dy care au arie, fara puncte interioare comune si f integrabila pe Dy,
Dy atunci f este integrabila pe D si

|| #ay)dady = [[ . y)drdy + I/ I y)dady.

3. MODUL DE CALCUL AL INTEGRALEI DUBLE

Definitie 3.1. D C R? un domeniu compact se numeste simplu in
raport cu OY daca exista doua functii continue ¢, : [a,b] — R astfel
incat ¢p(z) < Y(x) daca x € (a,b) astfel incat

D ={(z,y) eER%a <z <bo(r) <y <)}

Analog, D se numeste simplu in raport cu OX daca exista doua functii
continue u,v : [c,d] — R astfel incat u(y) < v(y) pentru ¢ < y < d
astfel incat

D ={(z,y) € R*%c <y <duly) <z <ov(y)}
Lema 3.2. Daca D este simplu in raport cu OY si f este continua
atunci

m - aria(D) < [lb </1/1(x) f(x,y)dy) dx < M - aria(D).

#(x)
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Teorema 3.3. Fie D simplu in raport cu aza OY (respectiv OX ) si
f:D — R continua. Atunci

[z, y)dxdy = b W)f(:v,y)dy dx
//D / $(x)
f(z,y)dxdy = ’ w(y)f(%y)dx dy.
D c #(y)

Exemplu 3.4. Sa se calculeze [[px*ydxdy, unde D este domeniul
marginit de curbele y = 2%, y = 1.

respectiv

4. SCHIMBAREA DE VARIABILE IN INTEGRALA DUBLA

Fie 0 C R? domeniu marginit care are arie, fie functia vectoriala
F : Q — R? definita prin F(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), pentru orice
(u,v) € Qsifie D C R?2, D = F(Q). Presupunem ca F are urmatoarele
proprietati:

(i) F e CHQ);

(ii) F: Q — D este bijectiva;

(iii) ggigg (u,v) # 0, pentru orice (u,v) € €.

In aceste conditii rezulta ca D = F(Q) este un domeniu compact iar
jacobianul transformarii F' pastreaza semn constant pe €). F' se numeste
schimbare de variabile sau schimbare de coordonate. Cu notatiile de
mai sus daca f : D — R este o functie continua atunci

//D f(z,y)dzdy = /A flz(u,v), y(u,v)] - ggz: z; (u,v)

4.1. Coordonate polare. Cea mai utilizata schimbare de variabile
este trecerea la coordonate polare:

dudwv.

rx =p-cost
i =p-sinf, p € (0,00),0 € (0,2m).
. o ) . D(zy) _
Atunci F(p,0) = (p-cosf, p-sinh), iar DEp,z) = p.
(22 +y2 = R?
) — /3
Exemplu 4.1. Calculati [[p(x*+y*)dxdy, unde D : {y xx\/_
SE
Lz > 0.
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0.1. Coordonate polare generalizate. %5 + z—j =1,

{x = ap cos 6
iy = bpsind, 6 € [0,27] si p € [0, 1].
D(zy) _
Do) = abp
(£ 48 —1<0
Exemplu 0.1. Sa se calculeze [[p(z+y)dzdy, unde D : { @
r >0,y >0.

1. APLICATII ALE INTEGRALEI DUBLE IN GEOMETRIE SI MECANICA

(1) [fp ldxdy = aria(D), unde D este un domeniu marginit care are
arie.

(2) [[p f(x,y)dxdy reprezinta masa placii plane neomogene de forma
domeniului D a carei densitate este data de f, f: D — R,.

(3) Daca D este o placa omogena plana si G este centrul sau de
greutate atunci

[Ip xdxdy
ro = S——
Jfp dxdy
si
_ J/pydxdy
Yo = "5 -
JIp dzdy
Exemplu 1.1. Sa se afle coordonatele centrului de greutate al unei

(

placi plane omogene care are forma domeniului D : i

y =1

(4) Momentul de inertie al unei placi plane: daca D este o placa
plana omogena de densitate p = 1 atunci momentul de inertie al placii
D in raport cu O(0,0) este

Ip = //D(a:2 + y?)dxdy,

momentul de inertie in raport cu axa OX este

[OX = // deQ?dy,
1D
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iar momentul de inertie in raport cu axa QY este

loy = / / 22ddy.
D

2. FORMULA LUI GREEN

Formula lui Green face legatura intre integrala dubla si integrala
curbilinie de speta a doua.

Teorema 2.1. (Formula lui Green) Fie D C R?* domeniu compact si
C = Fr(D) o curba neteda pe portiuni, P, Q : D — R de clasa C".

Atunci
<_
/A) <?9i~2 - 8;;) drdy = f oP(z,y)dz + Q(z,y)dy

(Orientarea curbei C' este aleasa astfel incat domeniul D sa ramana la
stanga,).

reen % .
Exemplu 2.2. aria( ) [fp 1dzdy F<™ ¢ rr(D)5dy — 3dx. Calculati
aria elipsei: D : 73 —|— —1<0, aria(D).

Exemplu 2.3. Sa se calculeze direct si apoi folosind formula lui Green
—y)d d
ﬁr(m(:vy y)dz + (zy + x)dy,

unde D : % y—z 1<0.

3. INTEGRALE DUBLE IMPROPRII

Fie QO C R? domeniu nemarginit si f : 2 — R integrabile pe orice
domeniu compact care are arie D C (2.

Definitie 3.1. Spunem ca [[p f(z,y)dxdy este convergenta daca pen-
tru orice sir {D,} de domenii compacte care au arie si au proprietatile
1)DicDycCc---CD,C...;
2) D,, C D, 11, pentru orice n;

3)Q= U D,
n=1
exista si este finita nh_)rrolo [Ip, f(x,y)dxdy. Limita nu depinde de

alegerea sirului {D,,}, pentru orice {D.} cu proprietatile de mai sus

avem
nh_{](f)lo// (x,y)dxdy = hm // (x,y)dzdy.

Se poate demonstra urmatorul rezultat.
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Teorema 3.2. Daca [ : Q — R, este integrabila pe orice domeniu
compact care are arie, inclus in 0 atunci daca exista un sir {D,} de
domenii compacte care au arie cu proprietatile de mai sus astfel incat
ezista. lim_[fp, f(z,y)dzdy si este finita atunci [[q f(x,y)dzdy este
convergenta St

lim /an f(z,y)dzdy = /A f(z,y)dzdy.

n—o0

Exemplu 3.3. [[2 e~ @) dxdy = . Alegem D,, = {(x,y) € R 22+
y2 < n?}, [fp, e @ dedy = w(1 — ).

D, = {(z,y);—m <z < n,—n < y < n} = (—n,n) x (—n,n),
D! este domeniu compact care are arie, R? = 2, D! si din teorema
anterioara rezulta ca

lim // e*(12+y2)dq;dy = // e*(”eryQ)da:dy -
n—oo ;7( RQ

Yy ff, e dedy =t [ ([ e dy)do

= Jim, (e da) ([ ea)
= (/_O:O e_Z’?d:z:>2 =7

si astfel am obtinut valoarea integraler Poisson.

dar

4. INTEGRALE TRIPLE

Fie T = [ay, b1] X [ag, ba] X [ag, bs] un paralelipiped dreptunghic cu
muchiile paralele cu axele de coordonate. Volumul este

Vol(T') = (by — aq)(ba — az)(bs — as).

Definitie 4.1. £ C R?® se numeste multime elementara daca evista
Ty, Ty, ..., T, paralelipipede dreptunghice cu muchiile paralele cu axele

de coordonate astfel incat 702 N 723-: 0 daca i # j si E = O T; cu
i=1
Vol(E) = 3> Vol(Ty).
i=1

Notam cu & familia tuturor multimilor elementare din R®. Fie A C
R3 o multime marginita si notam cu

V*(A) = inf{Vol(F); F > A, F € £}

si

V.(A) =sup{Vol(E); E C A, E € £}.
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Daca A nu contine nicio multime elementara atunci V,(A) = 0. Este
evident ca V,(A) < V*(A).

Definitie 4.2. A C R?® spunem ca este un domeniu care are volum
daca V,(A) =V*(A) = Vol(A) = V.

Observatia 4.3. Orice multime elementara in spatiu are volum in
sensul prezentat anterior.

Teorema 4.4. Fie D C R? un domeniu marginit care are arie si fie
f D — Ry o functie continua. Daca notam cu T = {(r,y,2) €
R30 < z < f(x,y),(z,y) € D} atunci T are volum si Vol(T) =
b [(z,y)dzdy.

Din punct de vedere geometric T' reprezinta un corp cilindric marginit

inferior de D, lateral de suprafata cilindrica cu generatoarele par-
alele cu OZ si curba directoare fr(D), iar superior de graficul functiei

= f(x,y), (:E7y) €D.

Definitie 4.5. Fie T C R3 un domeniu compact care are arie. p :
Ty, T5,...,T, se numeste partitie a lut T daca

i=1
2)70} N YO}:Q) daca i # j;

3) T; domeniu compact care are volum pentru fiecare 1.

Norma partitiei este ||p|| = max{diam(7}),7 = 1, p}, unde diam(7}) =
sup{dist(M', M"); M', M" € T;}.
Fie f : T'— R o functie marginita si notam cu
m; = 1nf{f(1:, Y, Z)v (xaya Z) € T;,}
si
M; = Sup{f(l’, Y, 2)7 <x7y7 Z) € E}
p p
De asemenea s, = >, m;- Vol(T;) si S, = X. M;-Vol(T;). Evident s, <
i=1 i=1

S,. Atunci ca si la integrala dubla avem I, = sup, s, iar [* = inf, S,.
Daca I, = I* = I = [[p f(z,y, 2)dxdyd:z.

5. MODUL DE CALCUL AL INTEGRALEI TRIPLE

Definitie 5.1. Fie D C R? un domeniu compact care are arie. T se
numeste simplu in raport cu axa OZ daca exista ¢, 1 : D — R continue

cu ¢(x,y) < Y(x,y) pentru orice (x,y) €D astfel incat
T ={(z,y,2) € R% ¢(z,y) < z <(x,y), pentru orice (x,y) € D}.
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Teorema 5.2. Fie T C R?® un domeniu simplu in raport cu OZ si
f:T — R continua. Atunci

// f(x,y, z)dzdydz = // </(:Zy x,, z)dz> dxdy.

I{xQ +y? =2z
Exemplu 5.3. Calculati [[; zdxdydz, unde T : { z2=0 (paraboloid
z =2

eliptic).
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1. APLICATII ALE INTEGRALEI TRIPLE IN GEOMETRIE SI MECANICA

1) [fr ldzdydz = Vol(T);
2) f: T — Ry,

/T f(x,y, z)dxdydz = masa(T),

unde 7" este un corp neomogen de densitate f(z,y, z);
3) Daca T este omogen atunci

o [[7 xdxdyd=z
“ [Jr dxdydz
JIr ydxdydz
Y6 = I drdydz
si
~ Jfr zdxdydz

= [fr dxdydz
Exemplu 1.1. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale

. {2+y =2z
corpulus T :
z>0,z<2.

4) Daca T este un corp omogen de densitate f(z,y,z) = 1 pentru
orice (x,y, z) atunci

Ip = ///T(x2 +y* + 2%)dwdydz
loz = //T(x2 + y*)dxdydz
Ixoy = /A ZQd.l’dde.

2. SCHIMBAREA DE VARIABILA LA INTEGRALA TRIPLA

F:Q =T, Flu,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)), T =
F(Q), f : T — R continua atunci

///fxy, dxdydz-///f u, v, w), y(u,v,w), (uvw)]‘g((zg’w; dudvduw.
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(x = psinfcos¢
2.1. Coordonate polare in spatiu. 13/ = psinfsing  unde p €
2z = pcosd,
(0,00), 8 € (0,7) si ¢ € (0,2m).
Se observa ca OP = OM - cos(5 — ) = psinf si x = OP - cos ¢,

y=OP -sin¢ sica z = pcosb. ggi’g’;; = p?sinf.

Exemplu 2.1. Calculati [[[; zdzdydz, unde T : 2% +y* + 2> < R? s
r>0,y>0,2>0.
2.2. Coordonate cilindrice.

(x = pcosf

{ y = psinf

lz=t, p>0,teR,0€|0,2n].

D(z,y,2)
D(p,0,t)

= p. Se folosesc la cilindru, con, paraboloid eliptic.

(

2 .2 < 2
Exemplu 2.2. [[[; xyzdxdydz, unde T : ix ty sa

0<z<h.

Exemplu 2.3. [[[p(2? + y?)dxdydz, unde T : 2? +y* < 5, 0< 2 <
h(con).

Exemplu 2.4. [[[;dxdydz, unde T este marginit de x* + y* = 22 si
z=2.
3. INTEGRALE DE SUPRAFATA

3.1. Suprafete. Notiunea de suprafata este generalizarea naturala a
notiunii de curba.

Definitie 3.1. Se numeste panza parametrizata orice functie vectoriala
r: D — R3 de clasa C', unde D C R? este un domeniu.

Daca z, y, z sunt componentele scalare ale lui r atunci
T(u7 v) = (x(u7 U)? y(u7 U)? Z(u7 U))7

pentru fiecare (u,v) € D si #(u,v) = x(u,v)i 4+ y(u,v)j + z(u, v)k.
(2= x(u,v)

Ecuatiile parametrice ale panzei r sunt { y =y(u,v) iar
Lz = 2(u,v), (u,v) € D,

H
w si v sunt parametrii panzei. OM= 7(u,v) si
S = {(x(u,v),y(u, v), 2(u,v)); (u,v) € D}
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este suportul panzei (D, 7).
Exemplu 3.2. Fie panza parametrizata

(z = Rsinucosv
y = Rsinusinv
2z = Rcosu, u e (0,m),v € (0,2r), D = (0,7) x (0,2m).

Cum pentru orice (u,v) € D verifica ecuatia 2* + y* + 2> = R? rezulta
ca suportul acestei panze este sfera cu centrul in origine si de raza R.

Definitie 3.3. O panza parametrizata v : D — R3 spunem ca este
simpla daca r este injectiva.

Definitie 3.4. Spunem ca r : D — R3 este de clasa C' daca x, y si
z e CY(D).
Definitie 3.5. O panza parametrizata (D,r) de clasa C' spunem ca

este neteda daca A? + B> + C? > 0, pentru fiecare (u,v) € D (sau
D(y.z) _ |Yu Zu

7 X7y # 0, pentru fiecare (u,v) € D), unde A =

D(u,w) Yo 2o ’
D(z,x) __ Zy Ly . _ D(zy) _ Tu Yu L - . .
Dlww) — |z, z,| % C= Sy = . Pentru 7, = x40 + yuj + 2k
$UTy = $v;+ yJ-i— ZvE avem
ik L
Fu X Ty = |ty Yu 2| = A+ Bj+Ck.
Ty Yo 2o

Astfel daca (D,r) este o panza parametrizata neteda 7, si 7, sunt
necoliniari si determina un plan. Planul determinat de 7, si 7, si care
trece prin M[z(u,v), y(u,v), z(u,v)] € S se numeste planul tangent in
M la S. Cum 7, X 7, este perpendicular pe 7, si pe 7, inseamna ca
Ty X T, este perpendicular pe planul tangent in M la S. Prin urmare

Ty X T, are aceeasi directie cu normala la suprafata si 77 = ”;“i?’;v” este
u v

versorul normalei la suprafata in M.
A, B, C' sunt parametrii directori ai normalei la suprafata.

3.1.1. Suprafete explicite. In aplicatii este foarte importanta panza definita
explicit. Fie f : D — R de clasa C', D un domeniu marginit care are
arie. Suprafata explicita este un caz particular de suprafata parametrizata

(v =x

{ y=1y

\z = f(z,y), (z,y) € D.



4 CURS 12

™z, y) = i+ Y] + f(:v,y)lg. Notam cu p = % sig= g—f;.
i j ok
Ty X Ty =11 0 p|.
01 ¢q
Orice suprafata explicita de clasa C* este neteda deoarece A% + B? +

C?’=1+p*+¢*>0.



